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PREDGOVOR PRVOM IZDANJU

Svakog prolje¢a ucenici osnovnih $kola ucestvuju na matemati¢kim takmice-
njima. Prvo takmiCenje iz matematike na nivou Republike Srpske, za ucenike Sestih,
sedmih i osmih razreda, odrzano je 1995. godine. Takmicenja su odrzavana svake godine
na tri nivoa: opstinskom, regionalnom i republickom.

Ova knjiga je zbirka objavljenih zadataka na svim nivoima takmiéenja od 1995.
do zaklju¢no 2012. godine. Iz prvog dijela knjige, gdje su navedeni zadaci po godinama i
nivoima takmicenja vidi se da sudjelovanje ucenika po razredima nije bilo konstantno
nego se mijenjalo u zavisnosti od promjene (primjene) pravilnika o takmic¢enju ucenika.

Takode, od 2004. godine se takmice ulenici devetih razreda, $to je uslovljeno
uvodenjem devetogodis$njeg osnovnog obrazovanja.

U proteklom periodu program nastave matematike se nije znatno mijenjao. To je
bio razlog $to su zadaci navedeni po razredima, a ne po tematskim cjelinama.

Knjiga je namijenjena nastavnicima matematike, kao priru¢nik za dodatni rad sa
uéenicima, u okviru priprema za takmicenja. Takode, namijenjena je i svim ucenicima
koji se samostalno pripremaju za takmicenja iz matematike.

| ovom prilikom Zelim da izrazim javnu zahvalnost recenzentima, dr Milovanu
Vinéi¢u i nastavnici Dragani Tati¢ Maleti¢, koji su paZljivo proditali rukopis i korisnim
savjetima doprinijeli poboljSanju konacne verzije ove knjige.

Svaku primjedbu i sugestiju Citaoca pazljivo ¢u razmotriti, a bicu zahvalan svima
koji mi ukazu na uocene greske ili propuste, kojih, uz sva nastojanja, nije moguce potpu-
no izbjedi.

Banja Luka, decembar 2012. godine
Autor

PREDGOVOR DRUGOM DOPUNJENOM IZDANJU

U ovom drugom dopunjenom izdanju su dodati zadaci od 2013. do zaklju¢no 2019.
godine i pri tome su otklonjene uocene greske.

Banja Luka, maj 2019. godine
Autor
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Opstinsko takmicenje 1995.
VI razred

1. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje je % takode prirodan broj.
2. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje vaii; < nTH < %

3. Branko je dugovao Marku izvjesnu sumu novca. Vracanje duga je izvrSeno na
sljedeci nacin: prvo je vracena jedna Cetvrtina duga, zatim Cetiri devetine ostatka
ijo§ 640 dinara. Poslije toga trebalo je da Branko vrati Marku jos tri dvadesetine
duga. Koliko je Branko dugovao Marku?

4. IzraCunati zbir unutra$njih uglova xq, x5, X3, X4 i x5 zvijezde date na slici.

%o X4

5. Data je prava p i tacka C van prave p. Konstruisati jednakokraki trougao kome
¢e prava p biti osa simetrije a tacka C tjeme osnovice. Ugao pri vrhu trougla je
30°. Konstrukciju obrazloZiti.

VIl razred

6. Odrediti vrijednost izraza a?bh — b + ab> —a zaa = —1% ib= —1%.
1-2:442-4-843:6124---+100-200-400
1-3-9+2:6:18+3-9:27+---+100-300-900"

8. U kvadratu ABCD tac¢ka M je srediste stranice CD, a N srediste stranice AD.
Duzi BM i CN sijeku se u tacki E. Dokazati da je: a) BM L CN, b) AE = AB.

9. Kod paralelograma ABCD stranica AB je dva puta duza od stranice BC. Ako
je M srediste stranice AB, izraCunati ugao CMD.

7. IzraCunati vrijednost izraza

10. Ako su a i b katete i ¢ hipotenuza pravouglog trougla, onda za polupre¢nik r
. .. ve a+b-c .

upisane kruznice vazi r = — Dokazati.

VIl razred

11. Ako je n prirodan broj, onda je n®> — 5n3 + 4n djeljivo sa 120. Dokazati.
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12. Odrediti vrijednost promjenljive x tako da jednatina (7 —a)x =1 — 2x
bude ekvivalentna sa jedna¢inom 3 — aT_l =a—4

13. Dva radnika mogu da zavrs$e neki posao za 12 dana. Poslije pet dana zajednic-
kog rada jedan radnik se razbolio. Drugi radnik je, rade¢i sam, ostatak posla zavr-
Sio za 17,5 dana. Za koliko dana taj posao moze da zavrsi svaki radnik radeci
sam?

14. U unutra$njoj oblasti diedra sa uglom od 1200 data je tacka Pkoja je udaljena
po 4 cm od obje strane diedra. Izracunati rastojanje tacke Pod ivice diedra.

15. Povrsine baze i omotada pravilne estostrane piramide odnose se kao v/3 : 2.
IzraCunati visinu piramide ako je osnovna ivica piramide a = 10 cm

Regionalno taknicenje 1995.
VII razred
16. Neka je A=(a—2)2—(a+2)? i B=(b+3)>—(b—3)% Kako se
odnose brojevne vrijednosti izraza A i B ako je a = 2% ib=-1 %?
17. Dat je skup M = {x|x < 30,x € N}. Odrediti skup svih uredenih parova
2
R ={(a,b)|a,b € M } za koje izraz (ga - b) + 1 ima najmanju vrijednost.
18. Dokazati da je broj n® + 1994n djeljiv sa 3 za svaki prirodan broj n. Ako je

n paran, dokazati da je n3 + 1994n djeljiv i sa 6.

19. U pravouglom trouglu ABC konstruisana je hipotenuzina visina CD. Dokazati
da je zbir polupre¢nika kruZnica upisanih u trouglove ABC, ACDi BCDjednak CD.

20. Dat je paralelogram ABCD kome je unutra$nji ugao kod tjemena B tup. Stra-
nice ABi CB produzene su preko tatke Bina produzecima date tacke E'i F, tako
da su duzi BEi BFosnovice jednakokrakih trouglova BCE i ABF. Dokazati da je
trougao DEF jednakokraki.

VIl razred

21. U jednagini 2% — (1 -
tako da rjeSenje jednacine bude prirodan broj.

22.Broj 2 + 22 + 23 + 2% + -+ + -+ 299 + 2100 je djeljiv sa 3. Dokazati.

3"3‘") =2, n € N, odrediti vrijednosti parametra n

ce yels . ye 2—x 2
23. Rijesiti nejednadinu =
24. Povriina pravilne trostrane piramide je 648+/3 cm? Izradunati zapreminu pi-
ramide ako je visina piramide dva puta veca od osnovne ivice piramide.

25. Dokazati da je povrsina pravouglog trougla jednaka proizvodu odsjecaka koje
na hipotenuzi gradi upisani krug.
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Republi¢ko takmicenje 1995.

VII razred

26. Odrediti broj ¢iji je zbir cifara jednak razlici broja 328 i samog tog broja.
27. Ako je a + b + ¢ = 0, dokazati da je (a? + b%+c?)? = 2(a*+b*+c*).

28. Na stranici BC trougla ABC data je tacka M, tako da su trouglovi ABMi AMC
jednakokraki. Izra¢unati uglove trouglova ABCako je <« CAB=75°.

29. Centar O kruga polupre¢nika r = 3 ¢m pripada hipotenuzi AB pravouglog
trougla ABC. Krug dodiruje katete trougla ABC. Odrediti povr§inu trougla ako je
OB =5cm.

VIII razred

30. Naci sve trocifrene brojeve abc, (a#b+#c+a,a,b,c#0),zakoje vrijedi
a’—b?>—c?=a-b—c.

31. Odrediti najmanju vrijednost izraza (x — 1)(x — 2)(x — 3)(x — 4) + 10.

32. Visina prave kupe je H = v/2 cm. Na kom rastojanju od vrha kupe treba posta-

viti ravan paralelno sa osnovom kupe, tako da ona dijeli omota¢ kupe na dva dijela
jednakih povrsina?
33. Trougao ABCje jednakostrani¢an. Tacka 7°u ravni trougla udaljena je od nje-

govih vrhova: AT = 3 ¢cm, BT =5 cm i CT = 8 cm. Dokazati da tacka 7 ne pri-
pada trouglu ABC.

Opstinsko takmicenje 1996.

VII razred

34. Odrediti brojeve a, b, c, dtako da izraz
a’?+d*—2b(a+c—b)+2c(c—d)

ima najmanju vrijednost.

35. Trougao ¢ije stranice su 2xy, x2 —y2,x2+y% (x >y, x>0,y > 0) je

pravougli. Dokazati.

36. Akojea? + a+ 1 =0, koliko je a19% + ——2

1996 "

37. Kraci trapeze su 39 cmi 45 cm, a dijagonala koja je normalna na duzem kra-
ku ima duzinu 60 cm. Izraunati obim i povrsinu tog trapeza.

38. Odrediti 155. cifru poslije zapete u decimalnom zapisu broja;

VIII razred

39. Odrediti sve parove prirodnih brojeva x, y za koje je ta¢na jednakost
3xy —x(4y + 1) = 35 — 2xy.

40. Cifra jedinica Sestocifrenog broja je 7. Ako se ta cifra premjesti na prvo mjesto
dobije se broj pet puta veci od polaznog. Koji je to broj?
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41. Polinom P(x) = mT_gx + mT’erz — x3 ima vrijednost 16 za x = —2. Kolika
je njegova vrijednost za x = 1?

42. U linearnoj funkciji y = mT_lx + mT” m € R, odrediti parametar m tako da

njen grafik bude paralelan grafiku funkcije 2x — y + 5 = 0. Izraunati povr§inu
dijela ravni ogranicenu tim paralelnim pravama i koordinatnim osama.

43. Osnova uspravne prizme je jednakokraki trougao osnovice a i ugla pri vrhu
od 120°. Kolika je zapremina prizme (u funkciji od a), ako je povrsina omota¢a
dva puta vecéa od povrsine baze?

Regionalno takmicenje 1996.

VIl razred

44. Odrediti broj abcd, ako je abcd - 4 = dcba -

45. Osnovice jednakokrakog trapeza su 9 cm i 1 cm, a krak mu je za 2 cm duzi
od visine. Izracunati: a) duzinu dijagonale trapeze; b) rastojanje izmedu sredista
dija-gonala.

46. a) Odrediti broj stranica pravilnog mnogougla ako se njegov unutra$nji ugao
1 unutrasnji ugao pravilnog petougla odnose kao 3 : 2.

b) Koliko ima pravilnih mnogouglova takvih, da im se unutrasnji uglovi odno-
se kao 3 : 2.
47. Dat jeizraz x? + y? + 4x — 4y + 10.
a) Pokazati da je ovaj izraz ima pozitivan za sve realne vrijednosti x i y.
b) Odrediti najmanju vrijednost datog izraza kao i vrijednosti x, y za koje taj izraz
postize.
VIl razred
48. Ako sestocifrenom broju izostavimo cifru 9 na pocetku, dobije se dva puta
manji broj nego kad mu izostavimo cifru 8 na kraju. Odrediti taj broj.
49. Nad krakom BCjednakokrakog trougla ABC (CA = CB), konstruisan je kvad-
rat BCDE izvan trougla. Pokazati da ugao <« DAB ima konstantnu velig¢inu.
50. Osnovna ivica pravilne; ¢etverostrane piramide SABCD jednaka je a, a visina
H. Piramida je presjecena ravni koja sadrzi osnovnu ivicu ADi sredista bo¢nih ivi-
ca SPi SC. Nadi rastojanje vrha Spiramide od presje¢ne ravni. (Specijalno, ako je
a=8cmiH=9cm.)
51. Odrediti sve vrijednosti parametra m za koje jednadina m?x — 1 = 3m? — x
ima rjeSenje: a) vece od 0; b) vece od 2.
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Republi¢ko takmicenje 1996.
VIl razred

52. Prirodan broj m jedanak je kvadratu prirodnog broja n, a njegova cifra
desetica je neparna. Koja cifra mora stajati na mjestu jedinica broja m?

53. Unutar jednakostrani¢nog trougla ABC, stranica a, uzeta je proizvoljna tatka
P, iz koje su povucene normale PD, PE i PF redom na stranice BC, AB i AC. lzra-
Sunati (PD + PE + PF) : (AF + CD + BE).

54. Dokazati da je broj n®-5n3 + 4n djeljiv sa 120 za svaki prirodan broj n.

55. U jednakokrakom trapezu ABCD dijagonale su uzajamno normalne, a visina
trapeza jednaka je h.

a) Cetverougao MNPQ, ¢ija su tiemena sredista stranica trapeze je kvadrat. Doka-
zati.

b) Izracunati odnos povrsine trapeza ABCD i povrsine kvadrata MNPQ.

56. U kvadratu stranice 1 izabrano je 5 proizvoljnih tacaka. Odrediti najmanji
moguci broj a takav, da je uvijek moguce izabrati bar jedan par tih tacaka, od 5
izabranih, ¢ije rastojanje nije vece od a.

VIII razred
57. Dokazati da je od 100 prirodnih brojeva uvijek moguce izabrati 15 takvih da
je razlika bilo koja dva od njih djeljiva sa 7.
58. U pravilnoj Sestostranoj piramidi, osnovne ivice a, bo¢ne strane grade ugao
od 60° sa ravni osnove. Kroz osnovnu ivicu postavljena je ravan normalno na
suprotnu bo¢nu stranu. Naci povrsinu presjeka piramide i te ravni.
59. Niz brojeva a;, a,, a; -+ zadan je saprva dva ¢lanaa, = 2,,a, = 3iuslovom
Qprp = 8, (k = 1,2,3, ...). Odrediti @906

k

60. U pravougli trapez upisan je krug poluprecnika r. Najkraca stranica trapeza
jednaka je 3r/2. Na¢i odnos povrSine upisanog kruga i povrsine trapeza.

61. Naselja 4, B i C su tjemena jednakostrani¢nog trougla. U naselju 4 Zivi 30
ucenika, u naselju B 20 ucenika i u naselju C 10 ucenika. Gdje treba sagraditi
Skolu pa da ukupan put koji prelaze svi ucenici od kuce do Skole bude najkraci?
Opstinsko takmicenje 1997.

V razred

62. Odrediti skup A ako je {1,2,3} N A = {2,3}i A c {2, 3,5}. Odrediti sva mo-
guca rjesenja.

63. U petak ucenici jednog odjeljenja petog razreda trebaju da imaju tri ¢asa: geo-
grafiju, istoriju i matematiku. Pri sastavljanju rasporeda ucenici su izrazili Zelju
da matematika ne bude posljednji as, da istorija bude prvi ili tre¢i ¢as, da geogra-
fija ne bude prvi ¢as. Kako se moze saciniti takav raspored?
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64. U magacinu ima 120 vecih i 40 manjih konzervi. Njihova ukupna masa je
108 kg. Masa tri vece konzerve iznosi osam manjih. Izracunati masu vece i manje
konzerve.

65. U &etverocifrenom broju * 13 * umjesto zvjezdica staviti odgovarajuce cifre
tako da dobijeni broj bude djeljiv sa 36. Odrediti sva moguéa rjesenja.

66. Ucenik je procitao knjigu za tri dana. Prvog dana je procitao tri osmine knjige,
drugog dana pet dvanaestina knjige, a treCeg dana jednu $estinu knjige i jo$ 10 st-
ranica. Koliko stranica ima ta knjiga?

VI razred

67. Odrediti skup X ako je {a,b,c} N X = {b,c}i X c {a, b, c,d, e}. Odrediti sva
mogucéa rjesenja.

68. Ako je spoljasnji ugao a; = 131°, a unutrasnji ugao f = 79°, odrediti unut-
rasnje i spoljasnje uglove tog trougla. Kako se naziva taj trougao u odnosu na ug-
love?

69. Za numerisanje strana jedne knjige upotrebljeno je 300 cifara. Koliko strana
ima ta knjiga?

70. Jedan broj je veci od drugog za 203. Ako se ve¢i broj podijeli manjim, dobice
se koli¢nik 3 i ostatak 33. Koji su to brojevi?

71. Odrediti za koje cijele brojeve a je izraz ﬁ cijeli broj.

VII razred

72. Ako je n neparan prirodan broj, onda dokazati da je broj n® + 3n?2 —n —3
djeljiv sa 48.

73. U trouglu ABC je AB = 14 cm, BC = 13 cm, a povriina mu je 84 cm?, Od-
rediti duzinu trece stranice trougla ABC.

74. Odrediti najmanji prirodan broj kojim treba pomnoziti broj 8 316 da se dobije
broj koji je potpun kvadrat jednog prirodnog broja.

75. Duzina osnovice jednakokrakog trougla je 4v2 cm, a teZi¥na duz koja odgo-
vara kraku je 5 cm. Kolika je duzina kraka?

76. U nekom razredu 25 udenika u¢i engleski, 23 francuski, 23 ruski, 9 engleski
i ruski, 7 engleski i francuski i 10 francuski i ruski jezik. Koliko u¢enika ima u
tom razredu ako je u¢enje bar jednog jezika obavezno?

VIl razred

5 3
77. Dokazati da je za prirodan broj n, n > 2, vrijednost izraza 1nz_0 -+ % pri-
rodan broj.
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78. Radnik A je uradio % posla, a zatim je radnik B dovrsio taj posao, tako da je

sav posao uraden za 12 dana. Za koliko bi dana taj posao zajedno uradili ako se
zna da bi radnik B rade¢i sam morao utro$iti 5 dana viSe nego radnik A radeci
sam?

79. Visina boéne strane pravilne Sestostrane piramide je 10 cm, a ugao koji gradi
sa ravni osnove je 60°. Odrediti povr§inu presjeka piramide i ravni koja sadrzi
dvije naspramne bo¢ne ivice piramide.

80. Dokazati nejednakostg NP 20
3 5 7 121

81. Duzina tezi$nih duzi u pravouglom trouglu su t, = 7 i t, = 4. Izraunati
duzinu hipotenuze.

Regionalno takmicenje 1997.

VII razred

82. Akosu a, b, ¢ realni brojevi takvidajea + b +c =0ia? + b? + ¢ =1, iz-
radunati a* + b* + c*.

83. Dokazati da ne postoji trocifren broj abc za koji je abc + bca + cab potpun
kvadrat prirodnog broja.

84. Akoje x +y = 0 (x,y € R), dokazati da je x> + y° = x*y + y*x.

85. U trouglu ABC sa uglovima <ABC = 30° i xACB = 15° iz tjemena A kon-
struisana je normala na stranicu AC. Ova normala sije¢e BC u ta¢ki D. Dokazati
daje CD = 2AB.

86. U unutra$njosti kvadrata stranice 4 cm date su 81 ta¢ka. Dokazati da se od tih
taCaka mogu izabrati 6 koje pripadaju krugu poluprecnika 0,8 cm.

VI razred
87. Odrediti sve cjelobrojne uredene parove (x,y) za koje je
xy +3x-5y+3=0.
88.Akojex +y+2z=0,x,y,z €R,dokazati daje x3 + y3 + z3 — 3xyz > 0.

89. Nadi sve cetverocifrene brojeve koje treba s desne strane dopisati broju 400
da bi tako dobijeni sedmocifreni broj bio potpun kvadrat prirodnog broja.

90. Prava povucena iz tjemena pravog ugla trougla dijeli pravi ugao u odnosu 1: 2
i hipotenuzu u odnosu 1:3. IzraGunati duzinu hipotenuze ako je duZina krace
katete /3.

91. Kvadratna jednakoivi¢na piramida, ivice a = 4 cm, presjecena je ravninom
koja prolazi kroz sredinu dvaju susjednih osnovnih ivica i sredinu visine te pirami-
de. Kolika je povrsina tog presjeka?
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Republicko takmicenje 1997.

VII razred

92. Akoje (a? + b?):ab =5:2i b > a > 0, odrediti (a + b): (a-b)

93. Koji prirodni brojevi mogu biti najveéi zajednicki djelilac brojeva n? + 1 i
(n + 1)? + 1, gdje je n prirodan broj?

94. Dat je trougao ABC. Kruznica konstruisana nad pre¢nikom AC, polovi strani-

cu BC, astranicu AB sijec¢e u tacki D tako da je AD : DB = 1: 2. Odrediti povr§inu
trougla ABC ako je AC = 1.

95. Tacke A1, By i C; suredom dodirne tacke kruznice upisane u pravougli tro-
ugao ABC (sa pravim uglom kod tjemena C) sa stranicama BC, AC i AB tog
trougla. Dokazati da je A C; - B C; = S, gdje je S povrSina trougla ABC.

96. Visine trougla ABC sijeku se u tacki 0. Ako je OC = AB, koliki je ugao kod

tjemena C?

VIII razred

97. Odrediti sve cjelobrojne trojke (x, y, z) koje ispunjavaju uslove
x+y+z=0ix3+y3+2%=-36.

98. Dokazati da se od 53 razli¢ita prirodna broja, ¢iji zbir nije veéi od 2 132,

mogu izabrati dva ¢iji je zbir jednak 53.

99. Iz tacke D, koja pripada hipotenuzi AB pravouglog trougla ABC povucena je
normala na AB, tako da ona dijeli trougao na dvije figure jednakih povrsina. Ako
je AD = ai DB = b, izraziti povrSinu trougla ABC pomocu a i b. (Razmotriti sve
moguénosti!)

100. Pravilna Sestostrana piramida, sa duzinom a osnovne ivice i duzinom b bo¢-
ne ivice, presjecena je ravninom koja je okomita na bazu piramide, a prolazi kroz
sredinu dvaju susjednih osnovnih ivica. Odrediti povrsinu presjeka piramide i te
ravni pomocu a i b. (Kolika je povr§ina akojea = 4ib = 8?)

101. U dati jednakokraki trougao ABC, sa pravim uglom kod tjemena C, upisan
je drugi jednakokraki pravougli trougao MNQ, sa pravim uglom kod tjemena Q,
takodaQ € BC,M € AC i N € AB. Odrediti najmanji mogu¢i odnos povrsina tro-
uglova MNQ i ABC: Pynq: Pagc-

Opstinsko takmicenje 1998.
V razred

102. Od tri data broja sabiranjem svaka dva dobiju se zbirovi 332, 274, 390. Od-
rediti te brojeve.

103. Odrediti sve Eetverocifrene brojeve a5b4 koji su djeljivi sa 12, pri ¢emu su
sve cifre razlicite.
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104. Za jedno kupatilo potrebno je 600 keramickih plo¢ica oblika kvadrata stra-
nice 15 cm. Koliko je potrebno kerami¢kih plo¢ica oblika pravougaonika stranica
10 cm i 20 cm?

105. U jednoj skoli ima 720 ucenika, odli¢nih je jedna Sestina, vrlodobrih 35%,
dobrih sedam dvadesetina i dovoljnih jedna osamnaestina. Koliko ima nedovolj-
nih ucenika?

106. Na slikama su skupovi predstavljeni Venovim dijagramima
a) Osjenciti skup (C\B) N 4, sl. a);
b) Osjencene dijelove na dijagramu sl. b) izraziti koriste¢i skupovne operacije.
a) b)

T

VI razred

107. Datu figuru razrezati na pet jednakih dijelova tako
da se u svakom dijelu na-lazi ta¢no po jedan crni kvadrat.

108. U prizemlju robne kuce se nalazi lift koji ne moze podiéi vise od 150 kg.
Cetiri posjetioca teze: 60 kg, 80 kg, 80 kg, 80 kg. Koliko najmanje puta mora
lift pre¢i put izmedu prizemlja i posljednjeg sprata da bi odveo sva Cetiri posje-
tioca iz prizemlja na posljednji sprat?

109. Sabirajuci dva prirodna broja ucenik je na kraju prvog sabirka greskom do-
dao (dopisao) nulu i umjesto taénog rezultata 2 801 dobio je zbir 10 001. Koje
brojeve je ucenik sabirao?

110. Proizvod dva broja je 2 652. Ako prvi broj umanjimo za 2, proizvod e biti
2 244. Odrediti te brojeve.

111. U trouglu ABC teZi$na duz CE je normalna na duz AD, simetralu <BAC da-
tog trougla. Odrediti duzinu stranice AC ako je AB = 12 cm.
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VIl razred

112. Cetverocifreni broj je proizvod tri uzastopna prosta broja, a ima istu vrijed-
nost bilo da se ¢ita zdesna ulijevo ili slijeva udesno. Odrediti taj broj.

113. a) Odrediti broj x tako da vrijednosti izraza a(x) = 2x i b(x) = 14-1,5x
budu duzine kateta i c(x) = 2,5x- 2 duzina hipotenuze pravouglog trougla.

b) Za dobijenu vrijednost x odrediti polupre¢nik kruznice upisane u taj pravougli
trougao.

114. Dokazati tvrdnju:

Akojex =a®—-3iy=a®+3,ondajex(x —2y) + y(x +y) —a® = 27.
115. Ugao naspram osnovice jednakokrakog trougla je 30°, a duzina kraka je 1
cm.

a) Odrediti duzine dijelova na koje je krak podijeljen visinom.
b) Izracunati visinu tog trougla.

116. Odrediti uglove trougla kome su centar opisane i upisane kruznice simetri¢ne
u odnosu na jednu stranicu

VIII razred

117. Proizvod broja 21 i jednog Cetverocifrenog broja je kub prirodnog broja. Od-
rediti taj Getverocifreni broj.

118. Izracunati povrsinu trougla kojeg grade grafici funkcija:
y=—§x+8,y=%x—%iy=—%x+8.
119. U jednakostrani¢nom trouglu upisana su tri kruga, tako da svaki dodiruje

druga dva kruga i dvije stranice trougla. Izracunati duzinu poluprecnika ovih kru-
gova, ako je duzina stranice trougla 2 cm.

120. Osnova prave prizme je trougao stranica ¢ = 6 cm, a = b = 5 cm. Ako je
povrsina omotaca prizme M = 96 cm?, izradunati njenu zapreminu.

121. lvice kvadra odnose se kao 2 : 3 : 6, a dijagonala kvadra je 42 c¢m. Izracu-
nati:

a) Duzine ivica kvadra,

b) Povrsinu dijagonalnog presjeka, kojem pripada najduza ivica.
Regionalno takmic¢enje 1998.
V razred
122. a) Datu tabelu popuniti brojevima 1, 2, 3, 4, i 5 tako da se svaki od brojeva
pojavljuje samo jednom u bilo kom redu, koloni ili dijagonali.

1 2
2 5

3 1

2 3
3 1
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b) Tako popunjena tabela predstavlja u svakom redu po jedan petocifreni
broj. Da li je njihov zbir djeljiv sa 15?

123. Dvije prave se sijeku i obrazuju Cetiri ugla. Zbir unakrsnih ostrih uglova jed-
nak je polovini jednog od unakrsnih tupih uglova. Odrediti mjerni broj svakog od
tih uglova.

124. U pet autobusa i dva trolejbusa moze da se preveze 300 putnika, a u dva au-
tobusa i tri trolejbusa 230 putnika. Koliko putnika se moze prevesti jednim auto-
busom, odnosno jednim trolejbusom?

125. Degifrovati sabiranje: ABCD + ABC + AB + A = 7890. (ABCD je &etvero-
cifreni broj.)

83 . S . e
126. Razlomakm predstaviti kao zbir tri razlomka sa jednocifrenim imeniocima.

VI razred

127. Kod trocifrenog broja n, cifra stotica jednaka je cifri jedinica. Broj n je dje-
ljiv sa 15. Odreditit sve brojeve koji imaju ovo svojstvo.

128. Konstruisati trougao ABC ako su poznati sljedeéi elementi:

CCy = h, = 3 cm, €4=60°, «B = 45°.
129. U jednakokrakom trouglu ABC (AC = BC) obima 22 c¢m konstriusana je te-
zi$na duz AA; . Odrediti duZine stranica trougla ABC ako su obimi trouglova
ABA; i AA,C, redom, 17 cm i 19 cm.

130. Ako nekom broju x dopiSemo zdesna cifru 8, te dobiveni broj podijelimo sa
13, zatim dobiveni koli¢nik uve¢amo za 5 i tako dobiveni broj podijelimo sa 11
dobije se 21. Na¢i broj x.

131. Odrediti brojeve a i b za koje vaZi jednakost: %— .

VIl razred

132. Odrediti obim pravouglog trougla povrsine 54 cm?, ako za duZine njegovih
stranica vazi 2b = ¢ + a, gdje su a i b Katete, a ¢ hipotenuza datog trougla.

133. Rijesiti jednadinu x3 + V3 = 7 + /7 + 4+/3.

134. Neka su a i b brojevne vrijednosti kateta, a ¢ brojevna vrijednost hipotenuze
pravougog trougla ABC. Dokazati da je ab + bc + ca < 2¢?.

135. U kvadratu ABCD data je tatka M tako da vazi AM = 7 cm, BM = 13 cm,
CM = 17 cm. Odrediti povrsinu kvadrata ABCD.

136. Osam malih traktora moze uzorati jednu njivu za pet dana, a pet velikih trak-
tora uzoru istu njivu za tri dana. Za koliko dana dva mala i tri velika traktora uzoru
njivu, ¢ija se povrsina odnosi prema povrsini prve njive kao 7 : 2? (Traktori istog
tipa za isto vrijeme uzoru jednake povrsine.)

(S
w
(=]
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VIII razred

137. Rijesiti jedninu x - x| + 1 = 2,
138. Polinom P(x) = ax? + bx + c zadan je tabelom:
X 0 1 2

P(x) | 35 | 24 | 15
a) Odrediti polinom P (x);
b) Dokazati da je polinom P(x) za neparne cijele brojeve x djeljiv sa 8.
139. Odrediti prirodne brojeve a, b i ¢ za koje vazi jednakost a?b3c = 1152 i
ab?c® = 384.
140. U trouglu ABC visine se odnose kao 6 : 4 : 3. Odrediti povrSinu trougla
ABC ako je njegov obim 130 cm.

141. Osnova prave prizme je romb. PovrSine dijagonalnih presjeka te prizme su
88 cm? i 66 cm?. IzraGunati povrsinu omotaca prizme.

Republi¢ko takmicenje 1998.

VI razred

142. Broju 0,123456789101112...282930 precrtati 47 cifara iza decimalnog
zareza da bi tako dobijeni broj bio najmanji.

143. Tek oboreno stablo tesko je 2,25 tona i sadrzi 64% vode. Poslije deset dana
to stablo je sadrzavalo 46% vode. Za koliko se smanjila masa stabla za tih deset
dana?

144, Razlika Cetverocifrenog broja A i broja zapisanog istim ciframa. ali u obrnu-
tom poretku je 90. Od svih tako dobijenih brojeva A odrediti najveci broj &iji je
zbir cifara stotina i desetica najman;ji.

145. Odrediti zbir svih trocifrenih brojeva djeljivih sa 7.

146. U pravouglom trouglu visina i tezi$na duz iz tjemena pravog ugla grade sa
katetama jednake uglove. Dokazati.

VII razred
147. Broju 1 988 dopisati tri cifre zdesne strane da bi tako dobiveni sedmocifreni
broj bio djeljivisa7isa8isa9.
148. Odrediti ¢etverocifreni broj ROMB, ako vazi jednakost
(R+0+ M + B)* = ROMB,

149. Ako je zbir dva cijela broja djeljiv sa 10, tada se kvadrati tih brojeva zavr$a-
vaju istim ciframa. Dokazati.
150. U ¢etverouglu ABCD je

AB=6cm,AD = 4cm, <A = <B = 60° i <D = 90°.
IzraGunati duzinu dijagonala i povrSinu datog Cetverougla.
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151. Nad katetama pravouglog trougla ABC, kao nad pre¢nicima, konstruisani su
krugovi. Zajedni¢ka tangenta dodiruje krugove u tatkama M i N tako da je MN =
4+/6 cm . Tzradunati obim trougla ABC ako mu je jedna kateta tri puta duZa od
druge.
VI razred
152. Odrediti skup svih vrijednosti realnog parametra a tako da jednacine
2(x —2a) + 4 - =2 i 2(x — 20)) — 2x + 2(a — 1)

imaju rjeSenja manja od 10 i veca ili jednaka 2.
153. Za n proizvoljno izabranih brojeva utvrdeno je sljedece:

a) tre¢ina brojeva nije djeljiva sa 2;

b) dvije sedmine brojeva nije djeljivo sa 3;

) 427 brojeva je djeljivoisa2isa3;

d) petina brojeva nije djeljiva ni sa 2 ni sa 3.

Odrediti broj n.

154. Na svakoj stranici kvadrata date su Cetiri tacke tako da se nijedna od njih ne
nalazi u tjemenima. Koliko ima trouglova odredenih tim tackama?
155. U pravouglom koordinatnom sistemu dvije prave prolaze kroz tacku T(4,5)
i sa osom Ox grade trougao povr§ine 20 cm2. Odrediti jednadine tih pravih ako
jedna od njih prolazi kroz koordinatni pocetak.

156. Oko jednakokrakog trougla ABC (AB=AC) je opisan krug k. Iz tiemena A je
konstruisana prava koja sijeée stranicu BC u tacki M, a krug k u tacki N. Izracu-
nati povrsinu kruga upisanog u trougao ABC ako je AM-AN=25, a obim trougla
ABC je 16 cm.

Opstinsko takmicenje 1999.

V razred

157. Dati su skupovi A={1,2,3,4,5}, B={1,4,6}, C={2,5,6,7} i D={1,6,7,8}. Od-
rediti skup S ako je ScA, SN(BUD)= I, (ANC) \S=J i {3}\S={3}.

158. Vocke su zasadene po 30 komada u redu. Da je zasadeno tri reda manje i da
je u svakom redu po 35 vocki, onda bi u voénjaku bilo 50 vocki vise. Koliko je
redova vocki zasadeno?

159. Ugao x predstavlja dvije tre¢ine svog komplementarnog ugla. Ako je ugao y
suplementan uglu x, koji dio od y iznosi ugao x?

160. Odrediti sve Cetverocifrene brojeve koji poginju cifrom 4, a zavrSavaju cif-
rom 2 i djeljivi susa 9.

VI razred

161. Koliko ima ¢etverocifrenih brojeva ¢ija je prva cifra paran broj, druga cifra
prost broj, treca cifra neparan broj i Cetvrta cifra sloZen broj?

199 - - - . . - .. ..
162. Razlomak Tzo Napisati kao zbir tri razlomka sa jednocifrenim imeniocima.



20
Boris Cekrlija
Matematic¢ka takmicenja u¢enika osnovnih $kola Republike Srpske 1995-2019.

163. Jedan radnik zavrsi neki posao za 10 dana. Ako mu se prikljuci drugi radnik
i pomogne mu u radu 2 dana, onda ¢e posao biti zavrSen za 6 dana. Za koliko bi
dana posao zavrsio drugi radnik?

164. U pravouglom trouglu hipotenuzine visina i tezisna duz sijeku se pod uglom
od 320. Odrediti ugao izmedu hipotenuzine visine i simetrale pravog ugla.

VIl razred

165. Broj telefona se sastoji od dva trocifrena broja od kojih je svaki djeljiv sa

45, a srednja cifra kod oba broja je 7. Odrediti broj telefona ako je prvi trocifreni

broj manji od drugog.

166. Odrediti najmanju vrijednost izraza A=x2+y2+z2+4x-102z+1999 i odgova-

rajuce vrijednosti za x, y i z.

167. Ako su a i b katete i h hipotenuzina visina pravouglog trougla, dokazati da
v 1 1 1

vazi F = ; ﬁ

168. U jednakokrakom trapezu duzina manje osnovice i duzina kraka iznose 3

cm. Ugao izmedu dijagonala je 60°. Izracunati duzinu veée osnovice i duzinu dija-

gonale.

VI razred
169. Nacdi vrijednost razlomka g ako je 2a2+2b2=5abi0<a<b.

170. Osnova piramide je jednakokraki trapez ¢ije su osnovice duZine 16 cm i 8
cm i visina 9 cm. PodnoZje visine piramide je presje¢na tacka dijagonala osnove,
a kraca bocna ivica je 13 cm. Izracunati zapreminu piramide.

171. Dokazati da zbir kvadrata pet uzastopnih prirodnih brojeva ne moze biti
kvadrat nekog prirodnog broja.

172. Naéi sve parove (x,y) cijelih brojeva, takvih da je 2(x2+y2)=5(xy+1).
Regionalno takmicenje 1999.
V razred

173. Jedan trgovac je kupio robu za 51 210 dinara. Od toga je prodao % sa %
zarade, a ostatak je prodao sa gubitkom od % Koliko je ukupno zaradio?

174. Odrediti prirodne brojeve a i b za koje vazi jednakost: %73 = % .

175. Duz AB je tatkom C podijeljena na dijelove ¢&ija je razlika 2 cm. Kolika je
duzina duzi AB, ako je srediSte manjeg dijela pet puta bliza tacki A nego tacki B.
176. Ucenik je imao vise od 3000 dinara, a manje od 4000 dinara. Ako bi dnevno

trosio po 200 ili po 240 dinara, uvijek bi mu preostalo 50 dinara. Koliko je dinara
imao?
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VI razred

177. Dejan i Zgljko su imali ukupno 900 dinara. Kada je Dejan potrosio tri osmine
svoje sume, a Zeljko tri desetine svoje sume, zaklju¢ili su da su potrosili tre¢inu
ukupne sume. Koliko je novca imao svaki od njih?

178. Odrediti sve jednocifrene prirodne brojeve a, b, c tako da je §+$ = 6(; ¢

179. Jedan ugao trougla iznosi 80°. Pod kojim se uglom sijeku simetrale ostala
dva ugla?

180. U trouglu ABC tatka M je srediSte stranice AB. Prava p, koja prolazi kroz
tacku M, paralelna je simetrali ugla ACB i presjeca pravu BC u tac¢ki D, a pravu AC
u tacki E. Dokazati da je trougao CDE jednakokraki.

VII razred

181. Za koje prirodne brojeve n zbir n2+(n+1)2+(n+2)2+(n+3)2 je djeljiv sa 10?

182. Duzina osnovice jednakokrakog trougla je 5 cm, a duZina visine na krak je

4 cm. Odrediti povrsinu tog trougla.

183. Povrsina romba, izraZena u cm?, jednaka je jednom od rjeSenja jednadine:
(% + % + i Tt 1997%1998 1998%1999) e —1] =23 '%'

Odrediti duzinu stranice romba ako je duZina jedne njegove dijagonale 6 cm.

184. Dokazati da je x10-x5+x2-x+1>0 za svaki realan broj x.
VIII razred

185. Koliko treba uzeti sabiraka u zbiru: 1+2+3+...+(n-1)+n da bi nakon obav-
ljenog sabiranja rezultat bio trocifren broj ¢ije su cifre jednake?

186. Osnova pravog paralelopipeda je romb, a povr$ine dijagonalnih presjeka su

Py i P,. IzraCunati povrSinu omotaca tog paralelopipeda.

187. Dokazati da za bilo koji realni broj a vazi nejednakost:
(a-1)(a-2)(a-3)(a-4)+1=0

188. Neka je k krug nas pre¢nikom BD =12 cm i neka su A i C tacke tog kruga sa

razlic¢itih strana prave BD. Ako je «DBA=60° i «DBC=459, izratunati duZinu teti-
ve AC.

Republi¢ko takmicenje 1999.
VI razred

189. Milan je uradio tri osmine nekog posla, a zatim je Marko dovrsio taj posao,
tako da je cijeli posao uraden za 12 dana. Za koliko bi dana isti posao uradili
zajedno, ako se zna da bi Marko, rade¢i sam, morao da utrosi 5 dana viSe nego $to
bi trebalo Milanu ako bi radio sam?
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190. Zbir recipro¢nih vrijednosti tri cijela broja je 1. Odrediti sve trojke takvih
brojeva.

191. Dat je pravougaonik ABCD. Iz jednog tjemena je konstruisana normala na

dijagonalu. Ova normala dijeli ugao pravougaonika u razmjeri 3:1. IzraCunati

ugao izmedu ove normale i druge dijagonale.

192. U trouglu ABC ugao kod tjemena B je 159, a ugao kod tjemena C je 300.

Prava koja sadrzi tjeme A normalna je na stranicu AB i sijece stranicu BC u tacki

D. Dokazati da je BD=2AC.

VII razred

193. Kaoji uslov zadovoljavaju realni brojevi a, b, ci d ako izraz
az+d?-2b(a+c-b)+2c(c-d)

ima najmanju vrijednost?

194. Duzina srednje linije jednakokrakog trapeza je 4 dm, a visine 3 dm. Izracu-

nati duzinu dijagonale.

195. Ako su duzine stranica pravouglog trougla cijeli brojevi, dokazati da je bar
jedan od tih brojeva djeljiv sa 5.

196. Polinom (x2+x+1)(x3+x2+1)-1 rastaviti na ¢inioce, a zatim dokazati da on
ima pozitivne vrijednosti za svako pozitivno x, a negativne za svako negativno x.

VIII razred

197. Cetverocifreni broj je kvadrat nekog prirodnog broja. Umanji li se svaka
njegova cifra za prirodan broj k, dobice se broj koji je takode kvadrat. Odrediti
sve Cetverocifrene brojeve sa tim svojstvom.

198. U trougao ABC osnovice a=6 cm i visine h=4 ¢cm upisan je pravougaonik
najvece povrsine, Cija jedna stranica lezi na osnovici BC. Izracunati povrsinu pra-
vougaonika i duzine njegovih stranica.

199. Dokazati da je (x+y)(x+2y)(x+3y)(x+4y)+y* >0 za sve x y€R.

200. Osnova piramide je mnogougao kome je zbir unutra$njih uglova 720°. Odre-
diti zapreminu te piramide, ako je njena bo¢na ivica jednaka s i sa visinom pirami-
de obrazuje ugao od 300.

Opstinsko takmicenje 2000.
V razred

201. Broj n+100 dijeljenjem sa 23 daje ostatak 17. Koliki je ostatak dijeljenja
broja n sa 23?

202. Ako je na priloZenoj slici a=110°, B=32° i Ax||By, izratunati <ACB.



23
ZADACI

B y
203. U ravni je data prava p i razlicite tacke 4, B, C, D. Konstruisati dva kruga Ki
i K> ¢ija presjeéna tacka pripada pravoj p, a da krug Ki sadrzi tacke A i B, a krug
K> sadrZi tacke Ci D.
204. Jednog dana u nekom odjeljenju sa nastave je bila odsutna jedna dvanaestina

ucenika. Sljede¢eg dana je doSao jedan od odsutnih tako je bila odsutna jedna
osamnaestina uéenika. Koliko u¢enika ima u tom odjeljenju?

VI razred

205. Nacdi sve jednocifrene brojeve a, b, c, tako da je: 2 +g = 303; c .
a

206. U jednakokrakom trouglu ABC (AC=BC) simetrala ugla BAC i visina AD, koja
odgovara kraku, sijeku se pod uglom od 15°. Izra¢unati uglove trougla ABC.

207. Konstruisati trougao ABC ako je njegov obim 0=12 cm, ugao a =60° i visi-
na h=3 cm.

208. Neki ¢ovjek je rastojanje od mjesta A do mjesta B presao brzinom od 4 km/h
i ne zadrzavajuéi se u B vratio se istim putem u mjesto A brzinom od 6 km/h. Ko-
jom prosje¢nom brzinom se kretao taj ovjek?

VII razred
1

P gdje

+b 2

2
209. Odrediti ostre mjere uglova pravouglog trougla, ako je (aij =
su a i b duzine kateta, a ¢ duzina hipotenuze.
210. Jedan cetverocifreni broj ima sljedeca svojstva:
a) njegova prva cifra jednaka je drugoj, a treca jednaka Cetvrtoj,
b) taj ¢etverocifreni broj je kvadrat jednog dvocifrenog broja.
Odrediti taj cetverocifreni broj.

211. Duzina visine jednakokrakog trapeza je 4 cm, srediste vece osnovice je cen-
tar opisanog kruga, a duzina poluprecnika je 5 cm. IzraCunati povrsinu tog trapeza.

212. AKko su p i q dva uzastopna prirodna broja i t njihov proizvod, dokazati da je
p2+q2+t2 potpun kvadrat.

VIl razred
213. Koje cifre treba staviti umjesto slova a, b, c, d tako da bude ta¢na jednakost:

abcd +abc + ab+a = 43217 (Razli¢itim slovima odgovaraju razlidite cifre, a is-
tim slovima odgovaraju iste cifre.)
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214. Data je funkcija y=(m>-2)x+4m?>-8.
a) Izraunati m tako da tacka A(-3,7) pripada grafiku funkcije.
b) Za m = /3 izradunati odstojanje koordinatnog pocetka od odgovarajuée
prave.
215. Nacdi sve parove (x,) cijelih brojeva, takvih da je xy+7x-3y=25.
216. Osnova piramide ABCS je jednakostrani¢an trougao ABC Koji je okomit na

trougao BCS osnovu. Izracunati povrsinu i zapreminu te piramide, ako je stranica
osnove a.

Regionalno takmic¢enje 2000.
V razred

217. Dat je Sestocifreni broj n. AKo je razlika brojeva koju ¢ine njegove prve tri
cifre (bez promjene poretka cifara) djeljiva sa 7, dokazati da je onda i sam broj n
djeljivsa 7.

218. Duz AB podijeljena je tatkom C na dijelove ¢ije se duzine razlikuju za 1 cm.
IzraCunati duzinu duZi AB ako je srediSte manjeg dijela pet puta blize tacki A nego
tacki B.

219. Dvije prave a i b obrazuju sa tre¢om pravom uglove od 73° i 130°. Odrediti
ugao koji obrazuju prave a i b. Koliko ima rjeSenja?

220. Dvanaest hljebova podijeljeno je na dvanaest osoba. Svaki ¢ovjek je dobio
dva hljeba, svaka zena po pola, a svako dijete po Cetvrtinu hljeba. Koliko je bilo
ljudi, koliko Zena, a koliko djece?

VI razred
221. Odrediti najmanji racionalan broj % koji dijeljenjem sa racionalnim broje-

vima == i 22 daje koli¢nik cijeli broj.
396 297

222. Odrediti cifre x, y, z tako da je =0,xyz.

1
x+y+z
223. Pokazati da u pravouglom trouglu teZi$na duz i visina, koje odgovaraju hipo-
tenuzi, obrazuju ugao jednak razlici o$trih uglova tog trougla.

224. Pokazati da se jednakostrani¢ni trougao stranice 3 cm moze podijeliti na tri
disjunktna trougla kod kojih ni jedna stranica nije manja od 1 cm.

VIl razred

225. Dokazati da vazi nejednakost a(a+b)+b(b+c)+c(c+a) >0, za sve realne bro-
jevea,bic.

226. Visina AA; koja odgovara osnovici BC jednakokrakog trougla ABC ima
duzinu 20 cm, a visina BB1 koja odgovara kraku AC trougla duzine 24 cm. Odrediti
obim i povr§inu tog trougla.
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a+b b+c ct+a

227. Odrediti trocifrene brojeve abc tako da vazi — = = €N

228. Odrediti trocifrene brojeve n, tako da je broj a=n?+n+1 djeljiv sa 13.

VIl razred

229. Grupa djecaka i djevojc¢ica sakupila je 230 KM za rodendanski poklon svom
drugu. Djecaci su davali po 20 KM, a djevojéice po 30 KM. Koliko je bilo djecaka,
a koliko djevojcica, ako je grupa imala neparan broj ¢lanova?

230. U trouglu ABC (xBAC<90°) tezisna duz BM, M € AC, i visina CN,

N € AB, imaju jednake duzine. Neka se BM i CN sijeku u tacki P. Dokazati da
je BP=2-PN.

231. Odrediti posljednju cifru prirodnog broja a=57+6n+7n, neN.

232. U skupu cijelih brojeva rijesiti jednacinu x?+5z2+52%—4xz—2y—4zy+1=0.
Republi¢ko takmicenje 2000.

VI razred

233. Odrediti Sestocifreni broj ¢iji su proizvodi sa 2, 3, 4, 5 1 6 takode $estocifreni
brojevi, a koji imaju iste cifre kao i traZeni broj.

234. U tri kosare se nalazi ukupno 300 jabuka. Ako iz prve uzmemo jednu tre¢inu,
iz druge tri petine i iz trece tri Cetvrtine, onda ¢emo uzeti ukupno 160 jabuka.
Koliko bismo imali jabuka da smo uzeli samo dvije petine iz druge i pet osmina
iz tre¢e koSare?

235. Kroz tjeme C trougla ABC konstruisati pravu p koja nema drugih zajednickih
tacaka sa trouglom, tako da zbir rastojanaj tjemena B i C od prave p bude najveci.
236. Ako je duzina manje osnovice trapeza jednaka zbiru duzina krakova, dokaza-
ti da se simetrale unutrasnjih uglova na vecoj osnovici sijeku u tacki koja pripada
manjoj osnovici.

VIl razred

237. Dokazati da za bilo koje realne brojeve a i b vazi a®+ab+b*>>3(a+b-1).

238. Odrediti sve parove pravilnih mnogouglova kod kojih je odnos unutrasnjih
uglova 4 : 3.

239. Dat je kvadrat ABCD ¢&ija je povrsina 256 cm? Na stranici AD odabrana je
tacka E, a na produZetku stranice CD, preko tjemena C, odabrana je tacka F, tako
da je <EBF prav. Odrediti duzinu duZi CF, ako je povrsina trougla EBF 200 cm??
240. Svaka tacka unutrasnjosti i svaka tacka stranica jedini¢nog kvadrata je oboje-
na sa ta¢no jednom od dvije boje — crvenom ili plavom. Dokazati da uvijek, posto-
je dvije tacke, koje su obojene istom bojom, a ¢ije medusobno rastojanje je d, gdje

jedzﬁ.
2
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VIII razred
241. Odrediti cijele brojeve x, y, z tako da vazi x+y+z=4 i xy+yz+zx+z=1.

242. Na stranici AB trougla ABC izabrana je tacka E tako da je AE: EB=1:3,a

na stranici BC tacka D tako da je CD : DB =1 : 2. Ako AD sijeée CE u tacki F,
AF

5.

243. AKo su a, b, c pozitivni realni brojevi i abc=3, dokazati da vazi nejednakost
(a+b+c)®- a® — b® — ¢ > 72. Kada vazi jednakost?

244. U datom pravougaoniku ABCD izabrana je proizvoljna tac¢ka M i kroz nju su
konstruisane dvije prave, paralelne stranicama pravougaonika. One dijele pra-
vougaonik na Cetiri manja pravougaonika. Dokazati da bar jedan od dva pravo-
ugaonika, koji sadrzi tacke A ili C, ima povr$inu koja nije veca od jedne Cetvrtine
povrsine P cijelog pravougaonika.

Opstinsko takmicenje 2001.

V razred

245. Ako broj n podijelimo brojem 18 dobijamo koli¢nik m i ostatak 8. Odrediti
koli¢nik i ostatke dijeljenja broja nsa: 9; 6 i 3.

L . EF
1zracunati — +
FC

246. Dvije prave se sijeku i obrazuju Cetiri ugla. Zbir unutrasnjih ostrih uglova
jednak je polovini jednog od unakrsnih tupih uglova. Odrediti mjerni broj svakog
od tih uglova.

247. Date su tatke M i N. Konstruisati ugao od 60° tako da tatka M pripada jed-
nom, a tatka N drugom kraku ugla.

248. Ana ima tri brata. Prvi je stariji od nje tri godine, drugi je mladi od nje tri
godine, a tre¢i je tri puta mladi od Ane. Njihov otac je tri puta stariji od Ane. Koli-
ko godina ima svako od njih, ako zajedno imaju 95 godina.

VI razred

249. Sestocifreni broj ima na mjestu jedinica cifru 7. Ako se ta cifra premjesti na
najvi$e mjesto dobije se broj pet puta veci. Koji je to broj?

250. U jednakokrakom trouglu simetrala spolja$njeg ugla na vrhu i simetrala unu-
traSnjeg ugla na osnovici sijeku se pod uglom od 32°. Izradunati uglove tog
trougla.

251. Dijagonala AC paralelograma ABCD jednaka je 24 cm. Ako je N srediste
stranice AB, a M tacka u kojoj duz DN presjeca dijagonalu AC, odrediti duzinu duzi
AM.

252. U svakoj od dvije posude nalazi se po 540 litara vode. Iz prve posude isti¢e
25 litara u minuti, a iz druge 15 litara u minuti. Poslije koliko minuta ¢e u drugoj
posudi ostati vode Sest puta vise nego u prvoj?
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VI razred
253. AKO je A(xy)=2x*+2xy+y*-2x+2y+7.

a) Dokazati da je A(x,y)>0, za svaki x, yER.

b) Za koje vrijednosti promjenljivih x i y izraz A(x,y) ima najmanju vrijed-
nost i kolika je ta vrijednost?
254. Odrediti sve prirodne brojeve x i y za koje vazi: x-y=84 i D(x,y)=12, gdje je
D(xy) najveci zajednicki djelilac brojeva x i y.
255. U trouglu ABC duzina stranice AB je ¢c=30 cm, duzina visine h;=15 cm, a du-
zina tezi$ne duzi t.=17 cm. Odrediti duzine stranica trougla ABC.

256. Izracunati obim i povrsinu jednakokrakog trougla ¢ija je visina na osnovicu
h=16 cm, a poluprecnik upisanog kruga r=6 cm.

VIl razred

257. Odrediti sve parove (x,) cijelih brojeva za koje je 2x?+3xy+y?+1=0.

258. Tetiva CD kruga opisanog oko jednakokrakog trougla ABC sije¢e AB u tacki
E. AKko je AC=BC=14 cm i CE=10 cm, izraCunati duzinu tetive CD.

259. Kroz Cetiri cijevi jednakih pre¢nika napuni se neki bazen za 9 sati ako su sve
Cetiri cijevi ukljucene istovremeno. Ali, one nisu uklju¢ene istovremeno, nego su
ukljucivane jedna za drugom u jednakim vremenskim razmacima od t sati. Tako
je napunjen bazen u momentu kada je prva cijev pet puta duze punila bazen nego
posljednja. Za koliko je sati napunjen bazen ako se kroz svaku cijev bazen puni
istom brzinom?

260. Ravan a sijece pravilnu Sestostranu prizmu po dijagonalama dvaju naspram-
nih bo¢nih strana. Presjek je kvadrat stranice 6 cm. IzraCunati zapreminu te
Sestostrane prizme.

Regionalno takmicenje 2001.

V razred

261. Odrediti trocifrene brojeve abc, tako da je broj 579abc djeljivsa5, 7,1 9.

262. Mirko je ustedio izvjesnu svotu noveca. On je na podetku svakog mjeseca
trosio 10 KM, a od roditelja je dobijao trecinu sume kojom je u tom trenutku
raspolagao (poslije utrosenih 10 KM). Poslije tri mjeseca je utvrdio da se njegova
ustedevina udvostruéila. Kolikoje novaca imao Mirko na pocetku?

263. Date su Cetiri prave a, b, c i d, koje se sijeku u jednoj tacki, pri ¢emu je aLb
i cLd, slika. Odrediti uglove o, B iy ako je ugao x Cetiri petine ugla y.

C
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264. Date su paralelne prave a i b. Na pravoj a su date tacke 4, B, D, E, a na pra-
voj b tatke M, N, P, Q. Koliko: a) duzi, b) trouglova, ¢) konveksnih etverouglova
odreduje ovih devet tacaka?

VI razred

265. Dokazati da je proizvod (1 + % + % + -+ %) -2+3+4-----100 djeljiv sa
101. Generalizirati.

266. Cijena ulaznica za fudbalsku utakmicu je bila 9 KM. Posto je cijena sniZena,

broj posjetilaca se povecao za 50%, a prihod je povecan za 25%. Kolika je bila ci-
jena ulaznice poslije snizenja?

267. U ravni su date Cetiri razlicite tacke: 4, B, Ci D. Ako je ABLCD i ACLBD,
dokazati da je ADLBC.

268. Tacka M je jednako udaljena od paralelnih pravih a i b. Kraci pravog ugla

sa tiemenom u M sijeku prave a i b u tatkama A i B. Dokazati da rastojanje tatke
M od prave odredene tatkama A i B ne zavisi od poloZaja krakova pravog ugla.
VIl razred
269. Nacdi sve trocifrene brojeve koji su 33 puta veci od zbira svojih cifara.
270. U jednakokrakom trapezu duzina kraka je 3 cm i duzina manje osnovice je
3 ¢cm. Ugao izmedu dijagonala je 60°. Kolika je duZina veée osnovice i duzina di-
jagonale trapeza?
271. Dali broj 101010 moze da se napiSe u obliku razlike kvadrata dvaju prirod-
nih brojeva?
272. Dokazati da je zbir dijagonala konveksnog petougla ve¢i od njegovog obima,
a manji od dvostrukog obima.
VI razred
273. Data je prava p jednac¢inom y=kx+n, gdje je par (kn) rjeSenje jednacine
9x%+y?+24x-8y+32=0. Izratunati:

a) povr§inu Koju prava p ograni¢ava sa koordinatnim osama;

b) rastojanje koordinatnog pocetka od prave p.
274. U pravouglom trouglu ABC («xC=90°) konstruisane su simetrale AD i BF
uglova, DEBC i FEAC. Iz tataka D i F konstruisane su normale DN i FM na
hipotenuzu. Odrediti veli¢inu ugla MCN.
275. Dokazati da je ta¢na nejednakost 3(1+az+a*)>(1+a+a?)?, za svaki realni
broj a, a#1.

276. U krugu polupreénika r=5 ¢cm upisan je jednakokraki trougao kod koga je
zbir osnovice i njene visine jednak precniku kruga. Izracunati duzinu ove visine.
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Republi¢ko takmicenje 2001.

VI razred

277. U jednoj $koli ima manje od 400 ugenika. Sest odjeljenja imaju jednak broj
ucenika i u tih Sest odjeljenja ima vise od 150 ucenika. U ostalim odjeljenjima ima
ukupno za 15% ucenika vise nego u ovih Sest odjeljenja. Koliko je ukupno ucenika
u ovoj skoli?

278. Milan je uradio tri petine posla, a zatim je Marko zavr$io taj posao tako da

je cijeli posao uraden za 12 dana. Za koliko bi dana taj posao zajedno uradili, ako
se zna da bi Marko rade¢i sam morao utrositi 5 dana vise nego Milan rade¢i sam?

279. Neka je 0 ortocentar ostrouglog trougla ABC. Odrediti ugao kod tjemena C,
ako je CO=AB.

280. Jedan ugao jednakokrakog trougla je 108°. Dokazati da je odsjecak simetrale
ugla na osnovici od tjemena do presjeka sa krakom, dva puta duzi od visine koja
odgovara osnovici.

VII razred

281. Dat je polinom P(x)=x*+7x*>-5x-75.

a) Napisati polinom P(x) u obliku proizvoda prostih polinoma.

b) Dokazati da je za svaki neparan prirodan broj n izraz P(n) djeljiv sa 8.
282. Dokazati nejednakost ~-3- 2. ... e By

2 4 6 10000 100

283. Jedan $estocifren broj poéinje cifrom 1. Ako se ta cifra premjesti na posljed-
nje mjesto, tj. da postane cifra jedinica (ne mijenjajuci pri tom poredak drugih ci-
fara), tada ¢e dobijeni broj biti tri puta veci od prvobitnog. Odrediti taj prvobitni
broj.
284. Srednja linija jednakokrakog trapeza je 4 cm, a visina 3 cm. Izracunati
duzinu dijagonale tog trapeza.

VI razred

285. Data je funkcija y = (2a — 3b — g) X +4a—6b + 4.
a) Nacrtati grafik ove funkcije za one vrijednosti a i b za koje izraz

2 . . ..
A = —————— ima najvecu vrijednost.
4a?-12ab+9b2+4 J -]

b) Odrediti zapreminu tijela koje nastaje rotacijom oko najduze stranice
onog trougla, kojeg gradi grafik funkcije sa koordinatnim osama.

286. U trouglu je odnos visina h,: hy: he=6: 4 : 3, aobim trougla 9 cm. IzraCunati
duZine stranica a, b, c trougla.

287. Naci sve parove prirodnih brojeva sa svojstvom: zbir dva broja u takvom
paru jednak je 10% njihovog proizvoda.
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288. Neka je ABCV jednakoivi¢na trostrana piramida sa ivicom duzine a. AKo je
tacka P poloviste (srediste) visine te piramide, povuéene iz vrha V na bazu ABC,
dokazati da su duzi AP, BP i CP medusobno normalne.

Opstinsko takmicenje 2002.

V razred

289. Od dva zadana prirodna broja formiraju se novi brojevi na sljede¢i naéin: pr-

vom se doda drugi i dobije se treéi, zbir drugog i tre¢eg je Cetvrti broj itd. Odrediti
zbir prvih Sest tako formiranih brojeva ako je peti broj 7.

290. Ribar je ulovio soma &iji je rep bio tezak 2 kg, a glava koliko i rep i pola tru-
pa, a trup koliko glava i rep zajedno. Koliko je bio tezak ulovljeni som?

291. Na duzi MN izabrane su redom tacke A, B, C i D tako da je AB=BC=CD.
Rastojanje izmedu sredista duzi AB i CD je 28 cm, a rastojanje izmedu sredista
duzi MA i DN je 51 cm. Kolika je duzina duzi MN?

292. Od 100 ljudi 10 ne zna ni jedan strani jezik, 75 ih zna njemacki, a 85 zna
francuski jezik. Koliko ih zna oba jezika: francuski i njemacki?

VI razred

293. Odrediti sve prirodne brojeve koji su djeljivi sa 8, a ¢iji je zbir cifara 7 i pro-
izvod cifara 6.

294. Naci razlomak jednak 2, kod kojeg zbir njegovog brojioca i imenioca iznosi
374.

295. Radnik A bi zavrsio neki posao za 8 sati, a radnik B za 4 sata. Koliko dugo
su radili zajedno ako je radnik B ostatak posla zavrsio za 1 sat.

296. Tacka M je jednako udaljena od paralelnih pravih a i b. Kraci pravog ugla
sa vthom u ta¢ki M sijeku date prave redom u tatkama A i B. Dokazati da
rastojanje tatke M od prave AB ne zavisi od poloZaja krakova pravog ugla.

VII razred

297. a) Rastaviti na proste ¢inioce polinom P(x)=2x3+5x2+2x.

b) Odrediti najveéi prirodni broj kojim su djeljivi svi brojevi P(x) ako x€{2,3}.
298. Odrediti minimalnu vrijednost polinoma x2+y2-6x+4y+1013. Za koje
vrijednosti promenljivih polinom dostiZze minimum?

299. Ako se broj stranica pravilnog mnogougla poveca za 3, tada se njegov spo-
ljasnji ugao smanji za 10°. Koliko dijagonala ima taj mnogougao?

300. U trapezu ABCD duzine dijagonale su: di=15 cm i d-=20 cm i visine h=12
cm. IzraCunati povrSinu trapeza.
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VIl razred

301. Prva cifra Sestocifrenog prirodnog broja je 9. Ako tu cifru premjestimo s pr-
vog na posljednje mjesto, dobicemo broj koji je 4 puta manji od prvobitnog broja.
Odrediti prvobitni broj.

302. Odrediti dvije linearne funkcije ¢iji grafici sadrze tacku T(4,3) ako jedna od
njih prolazi kroz koordinatni pocetak, a sa osom Oy zatvaraju trougao povrsine 10
cm?, (Jediniéna duz na koordinatnim osama je 1 cm.)

303. Osnovne ivice pravog paralelopipeda su 5 cm i 3v2 cm. Ugao izmedu os-
novnih ivica je 45°. Izratunati zapreminu paralelopipeda ako je njena manja dija-
gonala duzine 7 cm.

304. U trapezu ABCD duZina srednje linije je 13 cm, <ADC=<«ACB i oshovice
AB i CD se odnose kao 4 : 9. Odrediti duzinu dijagonale AC.

Regionalno takmicenje 2002.
V razred

305. Na takmicenju iz matematike ucenici su rjeSavali tri zadatka. Svaki ucenik
je rijesio bar jedan zadatak. Prvi zadatak rijesilo je 25 ucenika, drugi 27 uéenika,

a oba zadatka rijesilo je 20 ucenika. Niko nije rijeSio treci zadatak.
a) Koliko je ucenika ucestvovalo na takmicenju?
b) Koliko je u¢enika rijesilo samo prvi zadatak?

306. Odrediti sve razlomke sa jednocifrenim imeniocima od kojih je svaki veéi
od Z,amanjiod §_
9 9

307. Odrediti ugao koji je od svog suplementnog ugla manji za onoliko za koliko
je veci od svog komplementnog ugla.

308. Nekoliko radnika bi radeci zajedno sve vrijeme, mogli zavrsiti jedan posao
za 24 dana. Medutim, posao je zapoceo jedan radnik, a ostali su pristupali poslu
jedan za drugim, i to u jednakim vremenskim razmacima. Svaki od njih je radio
cio broj dana sve do zavrSetka posla. Za koje vrijeme su zavrsili posao ako je prvi
(onaj koji je zapoceo posao) radio pet puta duze nego radnik koji je posljednji
pristupio poslu, a pretposljednji dva puta duze nego posljednji?

VI razred

309. Neki sestocifreni broj pocinje cifrom 2. Ako bi se ta cifra premjestila na pos-
ljednje mjesto dobio bi se broj tri puta vecéi od prvobitnog. Odrediti taj Sestocifreni
broj.

310. Radnici A i B mogu zavrsiti neki posao za 20 dana, radnici 4 i C za 15 dana,
aradnici B i C za 12 dana. Za koliko bi dana svaki od njih zavr§io taj posao?
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311. Na tetivi AB kruga sa centrom O odabrana je proizvoljna tacka M. Kruznica
koja sadrzi tatke A, M i O sijeCe prvu kruZnicu u tatkama A i C. Dokazati da je
MB=MC.

312. Tacke E i F su sredista stranica AB i CD pravougaonika ABCD. Dokazati da
presjecne tacke duzi CE i CF i dijagonale BD tog pravougaonika dijele tu dijago-
nalu na tri jednaka dijela.

VII razred

313. Ako Cetverocifreni broj napisemo obrnutim redom cifara, novi ¢etverocifreni
broj bi¢e devet puta veci. Koji Cetverocifreni broj ima to svojstvo?
314. Dat je polinom P(x)=x3+3x2-x-3.

a) Rastaviti P(x) na proste ¢inioce.

b) Dokazati da je P(x) djeljivo sa 48 ako je x prirodan neparan broj.
315. U pravouglom trouglu duzina hipotenuze je 4 cm, a mjerni brojevi ostrih ug-
lova odnose se kao 2 : 1. Izracunati duZinu hipotenuzine visine tog trougla.

316. Ako su i, rz, 13 ostaci dijeljenja broja a redom brojevima 3, 5, 7, dokazati
da je broj 70r1+21r,+15r3-a djeljiv sa 105.

VIII razred

317. Goran je usao u prodavnicu sa namjerom da kupi bicikl i planirao je da pot-
rosi pet Sestina novca koji je dobio od roditelja. Pri kupovini sazna da je bicikl

pojeftinio za 10%. Goran uzme bicikl, Casti trgovca sa 5% od ostatka i ostane mu
jos 76 KM. Koliko je novca ponio Goran?

318. Odrediti obim pravouglog trougla ABC povrsine 54 cm?, &ije stranice pove-
zuje relacija 2b=c+a, gdje je c duzina hipotenuze, a i b duzine kateta.
319. Odrediti sve parove cijelih brojeva (x,y) tako da vazi x2-xy-2y2=18.

320. Pravilna ¢etverostrana piramida SABCD s vrhom S presje¢ena je sa tri ravni,
od kojih jedna prolazi kroz tacke S, A, M, druga kroz tacke S, A, N i tre¢a kroz tac-
ke S, M, N, gdje je tacka M srediSte osnovne ivice BC, a N srediSte od CD. Odrediti
zapreminu dobijene trostrane piramide SAMN, ako je osnovna ivica piramide
SABCD 6 cm, a njena visina 10 cm.

Republi¢ko takmicenje 2002.

VI razred

321. Dokazati da ne postoje prirodni brojevi m i n, m>n, koji se zapisuju istim
ciframa ali u razli¢itom redosljedu, takvi da je m-n=2002.

322. Odrediti najmanji broj ¢lanova grupe ucenika, ako je u toj grupi vise od 70%
djecaka i bar dvije djevojcice.
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323. Na osnovici AB jednakokrakog trougla ABC data je proizvoljna tacka N. Pra-
va n, koja sadrzi tatku N i normalna je na osnovicu sije¢e prave BC i AC redom u
tackama P i Q. Ako je CD visina na osnovicu trougla dokazati da je NP+NQ=2CD.

324. 1z jednog tjemena ostrog ugla, koji nije jednakostranic¢an, konstruisana je vi-
sina, iz drugog simetrala ugla, a iz tre¢eg tezisna duz. Njihove presjecne tacke su
tjemena novog trougla. Dokazati da taj trougao ne moze bit jednakostranican.
VIl razred

325. Odrediti trocifrene brojeve abc koji su pet puta veéi od proizvoda svojih ci-
fara.

326. Dat je polinom P(x,y,z)=x2+4y2+252z2-8x+28y-302+2076.

a) Dokazati da ovaj polinom ima pozitivne vrijednosti za svaku realnu
vrijednost promjenljivih x, y i z.

b) Odrediti vrijednost promjenljivih za koje polinom ima najmanju vrijed-
nost. Kolika je ta najmanja vrijednost?
327. U jednakokrakom trouglu ABC, s osnovicom AB, kroz centar O upisane kru-
Znice konstruisana je prava p paralelna osnovici, koja sijece krak AC u tacki M, a
krak BC u tacki N.

a) Dokazati da je MN=AM+BN.

b) Odrediti obim trougla ABO ako je <xAMN=120°, a rastojanje od tacke O
do osnovice d.

328. Na stranici AB trougla ABC odabrana je tacka D tako da su obimi trouglova
ABC, ACD i BCD redom 60 cm, 55 cm i 45 ¢cm. Odredi duz CD.

VIl razred

329. Saberemo li svaka dva od Cetiri racionalna broja a, b, ¢, d dobi¢emo Sest zbi-
rova: 1, 2, 5, 6, 9, 10. Odredi te brojeve ako se zna da je a<b<c<d.

2
330. Odrediti sve cijele brojeve a za koje je izraz aa—_+11 takode cijeli broj.

331. Duzine osnovica trapeza ABCD su a i b (a<b). Odrediti duzinu duzi MN,
MeAD, NeBC, koja je paralelna osnovicama trapeza i koja dijeli trapez na dvije
figure jednakih povrSina.

332. Baza piramide je romb stranice a, sa ostrim uglom 60°. PodnoZje visine pira-
mide je sjeciste dijagonala romba. Kra¢a bocna ivica piramide jednaka je osnovnoj
ivici. IzraGunati, u funkciji od a, povrinu i zapreminu te piramide.

Opstinsko takmicenje 2003.

V razred

333. Dragana, Mira i Sanja kora¢aju ulicom. Duzine njihovih koraka su 75 c¢m,
45 cm i 60 cm. Ako su zapocele koracanje desnom nogom i kreéu se istom
brzinom, koliko ¢e koraka naciniti svaka od njih do prvog trenutka kada opet sve
tri zajedno zapoc¢nu korak desnom nogom?
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334. Brojevi 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 rasporedeni su prema slici tako da zbir brojeva u
tiemenima svakog cetverougla iznosi 13. Rasporedi ove brojeve tako da zbir
brojeva u tjemenima svakog od ova tri ¢etverougla iznosi 16. Koliko ima rjeSenja?

6 4

7 3

335. Ucenik je procitao polovinu knjige i jos 15 stranica i ostalo mu je jos$ da pro-
¢ita trec¢inu knjige. Koliko stranica je imala knjiga?
336. Neka su o i B uglovi sa uzajamno normalnim kracima i o je za 15° 30'18"
veci od B.

a) IzraGunati mjere uglova o i B;

b) Nacrtati sliku.

337. Iz dva grada jedan drugom u susret podu istovremeno dva automobila. Jedan
je prelazio za svaka 4 ¢asa 280 km, a drugi za svaka 3 ¢asa 330 km. Koliko je ra-
stojanje izmedu ta dva grada ako su se automobili sreli poslije 7 ¢asova?

VI razred
338. Izracuanti zbir svih dvocifrenih prirodnih brojeva?

339. Dvije prave u ravni nisu paralelne i na slici bi se sjekle u tacki van lista na
kojem je slika nacrtana. Treéa prava p sijeCe ove dvije prave. Odrediti na pravoj
p tacku T koja je jednako udaljena od datih pravih i nalazi se u oblasti ugla ¢iji su

kraci djelomiéno nacrtani.

340. Uprostiti izraz %a + gb + ga - %Ob i izraCunati njegovu vrijednost ako je
a=3ip=-2
7 3

341. Prica se da je na pitanje koliko ima ucenika, Pitagora odgovorio: ,,Polovina
mojih u€enika u¢i matematiku, ¢etvrtina muziku, sedmina ¢uteéi razmislja, a osim
toga imam jos tri ucenika.“ Koliko je uc¢enika imao Pitagora, koliko ih uci mate-
matiku, koliko muziku, a koliko ¢uti?

342. U paralelogramu ABCD kroz srediste O dijagonale AC povucena je duz EF.
Dokazi da je EO = OF.
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VII razred

343. Od neke sume najprije se oduzme 5%, za zajednicke potrebe ostavi 90 KM,
a ostatak se podijeli na tri jednaka dijela. Kolika je ukupna suma, ako svaki dio
iznosi 160 KM?

344. Paralelne stranice jednakokrakog trapeza ABCD suAB=acmiCD=bcm,a
ugao na vecoj osnovici je 60°. Izradunati obim tog trapeza.

345. Tacka E je srediste stranice BC kvadrata ABCD. Izra¢unaj obim i povr$inu tog
kvadrata ako je AE =4+/5 cm.

346. Odrediti povrsinu osjencene figure na slici, gdje je ABCD pravougaonik i
AM:MN:NP:PB:% i AD=AN, u funkciji od .

D Q R

A M

347. Dat je polinom P(x)=x>+5x*+3x-9:
a) Rastaviti polinom na proizvod prostih ¢inioca.
b) Dokazati da je za svaki neparan prirodan broj x izraz P(x) djeljiv sa 8.

VIII razred

348. Ugao diedra je 60°. Tacka M uzeta je u unutra$njosti diedra tako da su njene
projekcije na strane diedra udaljene od ivice diedra 24 ¢cm. Odrediti udaljenost
tacke M od ivice diedra?

349. Ako se od nekog broja oduzme njegova polovina umanjena za 3,5 dobije se
isto kao kada se dvostrukoj vrijednosti tog broja doda 15. Koji je to broj?
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350. Obim trougla je 90 cm. Stranica b je za 10 cm kraca od stranice a i za 5 cm

kraca od stranice c. Izra¢unati duzinu stranice njemu sli¢nog trougla, ¢iji je obim
72 cm.

351. Dat je paralelogram ABCD. Ako tjeme D spojimo sa sredi$tima stranica AB i
BC, onda te duzi dijele dijagonalu AC na tri jednaka dijela. Dokazati.

352. Ne racunajuci proizvod, odrediti sa koliko se nula zavr§ava proizvod svih
prirodnih brojeva od 1 do 49.

Regionalno takmicenje 2003.
V razred

353. Ako u nekom mjesecu 3 utorka padaju u parne datume, kog datuma pada
posljednji petak u tom mjesecu?

354. Uglovi o i  imaju paralelne krake. Koliki je zbir uglova o i p ako je ugao
a=2003 minute.

355. Proizvod dva broja je 2652. Ako prvi broj umanjimo za 2, proizvod ¢e biti
2244. O kojim brojevima je rijec¢?
356. Koliko ima razli¢itih pravougaonika sa cjelobrojnim stranicama (U cm):

a) ¢iji je obim 2002 cm;

b) ¢ija je povrsina 2002 cm? ?
357. U ribnjaku se nalazi 25 gladnih $tuka. Jedna Stuka, da bi se zasitila, mora da
pojede 3 stuke (bilo kakve, gladne ili site). Koliko je najvise moguce da ostane
Stuka u ribnjaku, a da sve Stuke koje ostanu budu site?

VI razred

358. Na svakom kilometru puta izmedu mjesta A i B, kao i u tim mjestima, nalazi
se stub sa tablom. Na jednoj strani table napisano je koliko je kilometara do mjesta
A, a sa druge strane koliko je kilometara do mjesta B. Putujuéi iz A u B, Milica je
primjetila da je suma cifara na svakom stubu jednaka 13. Koliko je rastojanje u
kilometrima izmedu mjesta 4 i B?

359. Jedan ugao pravouglog trougla je 2003 minuta. Izracunaj ugao koji grade vi-
sina i tezi$na duz koje odgovaraju hipotenuzi u tom trouglu.

360. Neka su My, My, M, sredi$ta stranica, a Ha, Hp | He podnoZja visina trougla
ABC, povrsine S. Dokazati da su duzi M.Hy, MyH:, M.H, stranice nekog trougla, a

zatim odrediti povrSinu takvog trougla.

361. Razlika ¢etverocifrenog broja i broja napisanog istim ciframa samo u obrnu-
tom poretku je 90. Od svih takvih brojeva odrediti onaj ¢ija je suma cifara hiljada
i jedinica najmanja moguca, a suma cifara stotina i desetica najve¢a moguca.

362. Dati su brojevi 4, B i C, takvi da je svaki od njih ve¢i od 0 i manji od 1. Ako
je A najveci od brojeva A, Bi C, dokazati da je 1- (1- A)(1- B)(1- C) > A.
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VII razred

363. Nad Sjevernim polom istovremeno su tri Zemljina satelita. Prvi obide Zem-
lju za 90 minuta, drugi za 105 minuta, a tre¢i za 2 asa. Koliko puta ¢e prvi satelit
obi¢i Zemlju do trenutka kada prvi put sva tri satelita budu ponovo nad Sjevernim
polom?

364. Primjenjujuéi odgovarajuce formule, pojednostaviti izraz:

A =[ (4a+5b)?]*~ [(4a-5b)?]>~160ab (4a-5b)>.
IzraGunati vrijednost izraza A za a= -1 i b= -2.
365. Prilikom pismenog rada iz matematike 12% ucenika u razredu nije rijesilo
zadatak, 32 % ucenika je djelimicno rijesilo, a ostatak od 14 ucenika zadatak je
tacno rijesilo. Koliko je u¢enika bilo u razredu?

366. Pokazati da je povrsina trougla cijeli broj, ako su mjerni brojevi njegovih st-
ranica 13, 14 i 15.

367. U kvadrat stranice a upisan je drugi kvadrat ¢ija tjemena leZe na stranicama
prvog ali tako da stranice zadanog i upisanog kvadrata ¢ine ugao od 30°. Koji dio
povrsine datog kvadrata ¢ini povrSina upisanog kvadrata? Izraziti taj odnos u
procentima.

VIl razred

368. Buba se krece po pravoj tako da za jedan minut napravi ili 47 koraka udesno
ili 37 koraka ulijevo. Odrediti najmanji moguci cijeli broj minuta poslije kog ¢e
se buba na¢i jedan korak udesno od svoje polazne pozicije.

369. Motociklist je poSao iz mjesta A u mjesto B, gdje bi trebalo da stigne u
odredeno vrijeme. Ako bude iSao brzinom 35 km/h, zakasnice 2 sata. Ako bude
i8ao brzinom 50 km/h, sti¢i ¢e jedan sat ranije. Odrediti udaljenost izmedu mjesta
AiB.

370. U nizu od 6 prirodnih brojeva, treéi i svaki sledeéi je jednak zbiru dvaju pret-
hodnih. Izra¢unati zbir tih 6 brojeva, ako je peti jednak 7.

371. Dat je kruzni isje¢ak ASB &iji je polupreénik 12 cm, a <ASB=60°. Taj kruzni
isjeCak presjeen je pravom q paralelno sa tetivom AB i ova prava sijece
polupreénike u tackama C i D tako da je obim trougla CSD jednak obimu figure

koja je omedena duzima CD, AC, BD i lukom [=AB. Odredi duzinu duZi CS.
A

60°
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372. IzraCunati povrsinu osjenéenog dijela kvadrata na slici, stranice a=6 cm.

Republi¢ko takmicenje 2003.

VI razred

373.0d svih brojeva koji pri dijeljenju sa 2, 3, 4, 5 i 6 daju ostatak 1, a koji su
djeljivi sa 7 odrediti onaj koji je najbliZi broju 2003.

374. Jedna buba ide brzinom od 3 mm za 2 sekunde duz minutne kazaljke sata

¢ija je duzina 36 dm. Za koliki ugao ¢e se obrnuti kazaljka dok buba prijede cijelu
kazaljku (od centra do vrha)?

375. Dat je jednakostrani¢an trougao ABC. Na stranici AB odabrane su tacke M i
N takve da je AM=MN=NRB, a na stranici AC tacka P tako da je CP=AM. Naci zbir
uglova «<PMC+<«PNC.

376. Dat je konveksan Cetverougao ABCD. Neka su ki, ko, ks, ks krugovi, od kojih
svaki dodiruje jednu stranicu i dva produzetka susjednih stranica datog Cetvero-
ugla. Dokazati da centri ovih krugova pripadaju jednom krugu.

377. Dat je niz od 5 cijelih brojeva. Napisu li se svi mogu¢i zbirovi od po dva
broja ovog niza, dobiée se niz: 1, 6,9, 13, 11, 14, 18, 19, 23, 26. Naci ove brojeve.
VIl razred

378. Clanovi matematicke sekcije u jednoj skoli dogovorili su se da za vrijeme
njenog raspusta svako od njih napise po jednu razglednicu ostalim ¢lanovima. Ko-
liko je bilo ¢lanova sekcije ako je bilo napisano ukupno 702 razglednice?

379. Koliko ima prirodnih brojeva n tako da je broj 2003+n djeljiv sa n+1?

380. Konstruisani su proizvoljan etverougao ABCD i paralelogram DBCM. Do-
kazati da je povrSina trougla ACM jednaka povrSini datog Cetverougla ABCD.
381. Dodirna tacka upisane kruZznice u pravougli trougao dijeli hipotenuzu na
dijelove ¢ije su duZine 3 cm i 5 cm. Izracunati povr$inu tog trougla.

382. Dokazati da je za sve realne brojeve x i y vrijednost polinoma
x2+y2+xy+x+y+2 razlicita od nule.

VIl razred

383. Naslici je nacrtano 8 jednakih krugova, tako da Sest neosjencenih dodiruju
sedmi, unutra$nji krug, i svaki dodiruje i dva susjedna kruga. Osjenceni krug se
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bez klizanja kotrlja u jednom smjeru oko neosjencenih krugova. Koliko obrtaja
nacini ovaj krug dok neosjencene krugove obide jedanput.

384. Poletjevsi istovremeno, helikopter i avion lete u susret jedan drugom. U
trenutku susreta helikopter je preletio 100 km manje od aviona i na mjesto polije-
tanja aviona stigao 3 sata poslije susreta. Avion je stigao na uzletiSte helikoptera
1 sat i 20 minuta poslije susreta. Izracunati brzinu aviona i helikoptera kao i
udaljenost izmedu njihovih uzletista.

385. Visina jednakokrakog trapeza je h, a njegova povrina iznosi h%. Pod kojim
uglom se sijeku dijagonale tog trapeza?

386. U ¢etverouglu ABCD neka su M i N sredista suprotnih stranica AB i DC; zatim,
neka se duzi MD i AN sijeku u tacki P, a MC i BN u tacki Q. Dokazati da je povrsina
Cetverougla MQNP jednaka zbiru povrSina trouglova APD i BCQ.

387. Naci sve prirodne brojeve koji imaju svojstvo da su jednaki aritmetic¢koj sre-
dini svih Sest brojeva koji se mogu napisati pomocu cifara tog broja.

Opstinsko takmicenje 2004.
VI razred

388. Data je jednakost XXX -Y + Z = 2004. Desifrovati ovu jednakost tako §to
umjesto slova X, Y, Z treba odrediti cifre, pri ¢emu jednakim slovima odgovaraju
jednake cifre, a razli¢itim slovima razlicite cifre. Koliko ima razli¢itih rjeSenja?

389. Ucenike Prve osnovne $kole podijelimo u tri grupe tako da u prvoj grupi
bude polovina svih u¢enika uvecana za 50 ucenika, u drugoj grupi polovina preos-
talih u¢enika uvecana takode za 50 ucenika i u tre¢oj grupi preostalih 100 ucenika.
Koliko ima ucenika u toj skoli?

390. Odrediti najmanji sedmocifreni prirodan broj djeljiv sa 36 &ije su sve cifre
razlicite.

391. Data je prava a i tacke M, N sa iste strane prave a; prava MN nije ni paralelna
sa pravom a niti normalna na pravu a. Konstruisati koncentri¢ne kruznice ki, k»
tako da kruznica k: dodiruje prave a i MN, a kruznica k, sadrzi tacke M i N.

392. Dvije prave se sijeku u tacki A i obrazuju Cetiri ugla. Zbir unakrsnih ostrih
uglova iznosi dvije jedanaestine jednog od unakrsnih tupih uglova. Odrediti mjer-
ne brojeve svakog od ta Cetiri ugla.

VII razred

393. Neka su a, B i y uglovi trougla ABC. IzraCunati uglove o, B iy ako je
a=0,4B i y=4a.
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394. Sasa je za istu sumu novca kupio dvije vrste bombona ¢ija je cijena 4 KM i
6 KM po kilogramu. Zatim je bombone pomijesao. Kolika je cijena jednog kilog-
rama tako dobijene mjesavine bombona?

395. Konstruisati trougao ABC, ako su dati sljedeci elementi: stranica AB=4 cm,
tezisna duz BB1=5 cm i <ABC=B=60°.

396. Jedan radnik moze da zavrsi neki posao za 10 dana, a drugi radnik taj isti
posao moze da zavrsi za 15 dana. Ako im se pridruzi tre¢i radnik, sva trojica ¢e
zavrs$iti taj posao za 5 dana. Za koje bi vrijeme treci radnik sam zavrs$io taj posao?
397. Zbir 2004 medusobno razli¢itih prostiha brojeva je neparan broj.

a) Da li je proizvod ta 2004 prosta broja paran ili neparan broj?

b) Dokazati da medu njima postoje 2003 prosta broja ¢iji je zbir paran broj.

c¢) Dokazati da medu njima postoje 2003 broja €iji je zbir neparan broj.
VIl razred

398. Ako su kraci nejednakokrakog trapeza medusobno normalni, onda je zbir
kvadrata njegovih osnovica jednak zbiru kvadrata njegovih dijagonala. Dokazati.

399. IzraCunati povrsinu pravilnog dvanaestougla, ako je polupre¢nik kruga opi-
sanog oko dvanaestougla jednak 6 cm.

400. Ako je x2+y2+2x+6y+10=0, odrediti vrijednost polinoma
P(x,y)=x2004+2003y.

401. Dijagonale AC i BD paralelograma ABCD sa ostrim uglom kod tjemena A4,
sijeku se u tacki 0. Tacka M je na pravoj AB, pri ¢emu je «AMO=<MAD. Dokaza-
ti da je tacka M jednako udaljena od tataka Ci D.

402. Dokazati da medu 26 razlicitih neparnih brojeva manjih od 100 postoje bar

dva ¢iji je zbir jednak 100.
IX razred

403. Kazaljke casovnika pokazuju 9 ¢asova. Kada ¢e se mala i velika kazaljka pr-
vi put poklopiti poslije tog trenutka?

404. U koordinatnoj ravni xQy date su tacke 0(0,0), M(3,4) i N(x,0). Odrediti jed-
nacine pravih OM i MN, ako je povrSina trougla OMN jednaka 14.

405. IzraCunati povrSinu i zapreminu pravilne ¢etverostrane piramide ¢ija je visi-
na 17 cm, a povrsina dijagonalnog presjeka 204 cm?.

406. Ako je x>1ix? + iz =Y izracunati x + 2, x — i x.
X 4 4 X
407. Dat je konveksan &etverougao ABCD povrsine P. Dokazati da je
AB-BC+CD-DA>2P.
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Regionalno takmicenje 2004.
VI razred

408. Odrediti najmanji cetverocifreni broj koji je djeljiv sa 9 i €iji je proizvod ci-
fara 180.

409. Ako se ivica kocke poveéa za 2 ¢cm, povrsina kocke se povecéa za 96 cm?.
Kolika je zapremina kocke?

410. U vreci se nalazi Secer u prahu. Raspolazemo sa dva tasa i jednim tegom od
1 grama. Kako ¢emo sa deset mjerenja izmjeriti jedan kilogram Secera?

411. Simetrale susjednih uglova o i B su normalne jedna na drugu. Izra¢unati ug-
love o i B ako je a—B=30°1020".

412. Dat je kvadrat ABCD stranice a=7 cm. Konstruisati tatku M koja je jednako
udaljena od tacaka A i B, a od tacke D udaljena 5 cm.

VII razred
413. Razlika izmedu gjednog broja i g drugog broja je ; Koliko iznosi razlikaz
prvog broja i % drugog broja?

414. 1zraCunati: a) 1-2+3-4-..+2001-2002+2003-2004;
b) 1-3+5-7+9-..+1997-1999+2001-2003.

415. Odrediti cijele vrijednosti promjenljive x za koje jei > x.

416. Dat je niz od 5 cijelih brojeva. NapiSu li se svi moguci zbirovi od po dva
broja ovog niza dobije se niz: 0, 2, 4, 4, 6, 8,9, 11, 13, 15. Odrediti brojeve tog
niza.

417. Date su tacke A i Bi prava s u ravni o. Konstruisati pravu a, koja sadrzi taku
A, i pravu b koja sadrzi tacku B, tako da prava s polovi jedan od uglova koga
odreduju prave a i b.

VI razred
418. Izratunati: a) V3 + 2v2 ++/3 — 2v2; b)v/32 + 10V7 —+/32 — 10v7.

419. Medu matemati¢arima ima 7% filozofa, a medu filozofima 10% matematica-
ra. Ima li viSe matematicara ili filozofa? Odgovor obrazloziti.

420. U jednostrani¢nom trouglu stranice a=6 ¢cm upisana je kruznica k1. Jedno
tjeme trougla je centar kruznice k> poluprecnika %. Izracunati povrsinu figure

izmedu kruznica ki1 i ka.

421. Duzine krakova trapeza su 39 mm i 45 mm, a duzina dijagonale, koja je nor-
malna na duzi krak, je 60 mm. IzraCunati obim i povrsinu trapeza.

422. Zbir dvocifrenog broja i broja koji je zapisan istim ciframa ali u obrnutom
poretku je kvadrat prirodnog broja. Odrediti sve takve brojeve.
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IX razred

423. Moze li se posudama od 5 i 7 litara napuniti vodom bure zapremine 2004 lit-
re? (Uzimamo da su posude uvijek pune.)

424. Povrsina pravilne &etverostrane piramide je 5a?, gdje je a duZina osnovne
ivice piramide. Izraziti zapreminu piramide u funkciji od a.

425. U cCetverouglu ABCD neka su, redom, M, N sredista suprotnih stranica AB,
DC; zatim, neka se duzi MD i AN sijeku u tacki P, a duzi MC i BN u tacki Q. Doka-
zati da je povrSina Cetverougla MQNP jednaka zbiru povrsina trouglova APD i
BCQ.

426. Odrediti brojeve x, y i z za koje je 4x2+9y2+1622-4x-6y-82+3=0.

427. Neka se 10 klikera nalazi na kvadratu stranice a=3 m. Dokazati da su bar
dva klikera medusobno udaljena manje od J2m.

Republicko takmicenje 2004.

VIl razred

428. Odrediti najmanji prirodan broj kojim treba pomnoziti broj 90 522 da se
dobije kvadrat jednog prirodnog broja. Kojeg broja?

429. Poslije snizenja cijene za 20% za iznos od 240 KM se moze kupiti 1 metar
Stofa vise nego $to se prije snizenja moglo kupiti za 270 KM. Kolika je bila cijena
Stofa prije snizenja?

430. U jednakokrakom trapezu srednja linija je s, a dijagonala d je dva puta veca
od srednje linije. Kolika je povrsina trapeza?

431. Dat je krug polupreénika 3 cm i dvije proizvoljne tatke M i N u ravni kruga.
Dokazati da postoji tacka P na kruznici takva da je MP+NP>6.

432. Dato je proizvoljnih prostih brojeva. Dokazati da se bar 2 004 datih prostih
brojeva zavrsava istom cifrom.

VIII razred

433. Jedan radnik moze da zavrsi neki posao zalO dana, a drugi radnik taj isti
posao moze da zavrsi za 15 dana. Ako im se pridruzi treci radnik, zavrsice isti po-
sao za 5 dana. Za koje bi vrijeme tre¢i radnik sam zavrsSio taj posao?

434. Nad datom duzi AB=a kao pre¢nikom, opisan je polukrug sa centrom O i
unutar tog polukruga upisana su nad OA i OB kao nad pre¢nicima jo§ dva manja
polukruga. Izracunati poluprecnik kruga koji dodiruje ve¢i polukrug iznutra, a
manje polukrugove spolja.

435. Na koliko nacina se 1224 kg Secera moze pakovati u vre¢e od 27 kg i 72 kg,
a da pri tome upotrijebimo vise vreca od 27 kg?

436. Duz AC duzine a je svojom unutra§njom tatkom B podijeljena u odnosu 3:2.
Nad duzima AB i BC sa raznih strana u odnosu na AC konstruisani su kvadrati
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ABDE i BCFG. Neka su M i N preseci dijagonala dobijenih kvadrata. Izracunati
povrsinu ¢etverougla MNCD u funkciji od date duZi a.

437. Zbir Sest uzastopnih prirodnih brojeva, od kojih nijedan nije djeljiv sa 7, djeljiv
je sa 21, a nije djeljiv sa 42. Dokazati! Odrediti Sest takvih brojeva tako da njihov zbir
bude &etverocifren broj i da predstavlja kvadrat nekog prirodnog broja.

IX razred

438. Elementi troclanog skupa A = {a, b, c} su stepeni prostih dvocifrenih brojeva
manjih od. 20. Dokazati da medu elementima skupa A postoje dva broja, kojima je
zbir ili razlika djeljiva sa 5.

439. Posmatra¢ vidi duZ AB iz dvije tacke Ci D, pod uglom od 30° pri ¢emu je uda-
lienost od € do D 300 m. Tacke A, B, Ci D leze u jednoj ravni, a Ci D su sa iste strane
prave AB. Prave AD i BC su medusobno normalne. Izracunati duZinu duZi AB.
440. Osnovne ivice kvadra odnose se kao 4 : 3, dijagonale bo¢nih strana odnose
se medusobno kao +/20:4/13, a povrsina dijagonalnog presjeka odnosi se prema
zapremini kvadra kao 2 : 1 . Izracunati povrSinu i zapreminu ovog kvadra.

441. Kojom cifrom se zavr§ava broj 120044220044+32004+420044  +2()(42004?

442. Prirodni broj n je takav da su brojevi 2n+1 i 3n+l kvadrati prirodnih brojeva.
Dokazati da je broj 5n+3 slozen.

Opstinsko takmicenje 2005.

VI razred

443. Magic¢ni kvadrat 3x3 popuniti brojevima skupa A={3, 7, 11, 15, 19, 23, 27,
31, 35} tako da u svakom redu, svakoj koloni i na obje dijagonale zbir bude jed-
nak.

444. Jedan zemljoradnik okopa dvije tre¢ine svog vinograda za 5 sati i 20 minuta.
Za koje vrijeme bi on okopao pet osmina vinograda?

445. Ako je p prost broj, dokazati da je p11+2005 slozen broj.

446. Pravougaonik ABCD, na slici, sastoji se od 3 podudarna pravougaonika. Ako

je obim svakog dijela 60 cm, kolika je povrSina kvadrata ¢iji je obim jednak obimu
pravougaonika ABCD? b c

4 B

447. Nastavnik je dijelio u¢enike u grupe. Ako bi svaka grupa imala po Sest
ucenika, onda bi dva ucenika ostala nerasporedena. Ako bi u grupama bilo po 7
udenika, onda, da bi dobili jednak broj grupa kao u prvom slu¢aju, a u jednoj grupi
nedostaje 3 ucenika. Koliko je bilo grupa, a koliko uc¢enika?
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VIl razred

448. Tri osobe podijele neku sumu novca tako da jedna osoba dobije % , druga g
te sume, a treca ostatak. Odrediti sumu novca koju su dijelile te tri osobe ako je
prva dobila 85 KM vise od tre¢e osobe?

449. U jednakokrakom trouglu ABC (AC=BC) simetrala ugla BAC i visina AD koja
odgovara kraku sijeku se pod uglom od 15° . Odrediti uglove trougla ABC.

450. Prema statistickim podacima u 2435 mjesnih zajednica na teritoriji Repub-
like Srpske zivi 1083764 stanovnika. Dokazati da postoje bar dvije mjesne zajed-
nice sa istim brojem stanovnika.

451. Cijena neke robe povecana je za 25%. Za koliko procenata treba smanjiti no-
vu cijenu da bi ona bila jednaka poc&etnoj cijeni?

452. U spoljasnjoj oblasti pravougaonika ABCD konstruisani su jednakostrani¢ni
trouglovi BCE i CDF. Dokazati da je trougao AEF jednakostrani¢an.

VIII razred

453. Broj dijagonala mnogougla je petnaest puta veci od broja stranica. Odrediti
zbir unutra$njih uglova tog mnogougla?

454, Odredi vrijednost izraza P(x,y) = x?°% + 2005y ako je x*+y*+2x—6y+10=0.

455. Koli¢nik duzina kateta pravouglog trougla iznosi 1,05, a razlika poluprec-
nika opisane i upisane kruznice ovog trougla je 17 cm. Izracunati povrsinu tog
trougla.

456. Izraunati x+y+z ako su x, y, z rjeSenja jednacina:

/3(x — 2005) = 3; /3y — 2004 = 3; /3(z — 2006) = 3.

457. Odrediti uredene parove (x, y) prirodnih brojeva tako da vazi x+ 4 2000 .
y

IX razred

458. Osnovica BC jednakokrakog trougla ABC lezi u ravni a.. Udaljenost tjemena
A od ravni a je 4 cm. IzraCunati ugao diedra koji ravan trougla ABC odreduje sa
ravni o, ako je osnovica BC trougla ABC 12 cm, a krak 10 cm.

459. U koordinatnoj ravni xOy date su tacke 0(0,0); M(3,4) i N(x,0). Odrediti jed-
nacine pravih OM i MN, ako je povrSina trougla OMN jednaka 14.

460. Dokazati da za pozitivne realne brojeve x, y, z vazi
xy(x+y—22)+yz(y+z-2x)+xz(x+z-2y) > 0.
461. Prema podacima na slici odrediti razmjer AB: AC : CE : BE.
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D

G

30° 90°

c E B

462. Odrediti poslednje dvije cifre broja 991234,
Regionalno takmiéenje 2005.
VI razred

463. Zbir umanjenika, umanjioca i razlike dva broja je 10000, a razlika je tri
puta veca od umanjioca. Odrediti brojeve koji zadovoljavaju navedena svojstva.

464. Odrediti pet prirodnih brojeva ¢iji je proizvod 420, a zbir 20.

465. Koliko se petocifrenih brojeva moze napisati od cifara 1, 2, 3, 4, 5 tako da
se svaka cifra upotrebi ta¢no jedanput, ali da cifre 1, 2, 3 budu jedna do druge:
a) u rastuc¢em poretku; b) u bilo kom poretku?

466. Ako se stranica kvadrata poveéa za 5 cm, povriina se poveca za 155 cm?.
Kolika je bila stranica kvadrata?

467. Plocu duzine 363 cm i §irine 231 cm zelimo izrezati na §to veéi broj jednakih
plocica kvadratnog oblika.

a) Kolika je duzina stranice tako dobijenog kvadrata?

b) Na koliko podudarnih kvadrata treba razrezati datu plocu?

VII razred
468. Izraunati a+b+c+d ako je a+1=b+2=c+3=d+4=a+b+c+d+5.

469. Koliko ima petocifrenih brojeva manjih od 50000 koji su djeljivi sa 5:
a) ako su sve cifre razlicite;
b) ako se cifre mogu ponavljati?

470. Ako nekom broju dopiSemo zdesna cifru 9, dobijeni broj podijelimo sa 13,
zatim dobijenom koliéniku dopisemo zdesna 1 i dobijeni broj podijelimo sa 11,
dobije se broj 21. Odrediti taj broj.

471. Ako su g, b, ¢ cijeli brojevi razli¢iti od nule, izraGunati vrijednost izraza
lal "~ bl * el * labc|

472. Dat je kvadrat ABCD. Nad stranicom AB sa unutra$nje strane konstruisan je
jednakostraniéni trougao ABE, a nad stranicom BC sa spolja$nje strane konstrui-
san je jednakostrani¢an trougao CBF. Dokazati da su tacke D, E, F kolinearne.
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VIII razred

473. U koordinatnoj ravni nacrtan je kvadrat ABCD, slika. Odrediti koordinate
tiemena 4, B, C, D.

y
C
309 B
D
X
9 A

474. Seljak treba da preore njivu. Planira poceti rano ujutro i zavrsiti do 10 ¢asova
prije podne tako da svakog ¢asa preore 10 ari. Kad je zavr$io polovinu posla desi
se kvar na traktoru i kod daljeg oranja moze preorati samo 5 ari na ¢as. Oranje
(cijele njive) je zavrsio u 12 Casova. Kolika je povr$ina njive i u koliko ¢asova je
seljak poceo orati?

475. Zarealne brojeve a, b, ¢ vazi a®+2b=7, b?>+4c= -7 i ¢*+6a=-14.

Izradunati a+b?+c2,

476. U trouglu ABC, sa stranicama AB=32 c¢cm, BC=24 cm, teZi$ne duzi AM i CN
se sijeku pod pravim uglom. Izracunati duzinu stranice AC.

477. U kruznicu polumjera r = +/3 cm konstruisane su sa iste strane centra kruz-
nice dvije paralelne tetive. Duzina jedne tetive jednaka je duZini stranice upisanog
pravilnog Sestougla, a druge duzini stranice upisanog jednakostrani¢nog trougla.
IzraCunati povrSinu ogranienu tim tetivama i datom kruznicom.

IX razred
478. Rijesiti nejednacinu |x| < Vx? — 2x + 1.

. L . x . 1,1y _ 9 -
479. IzraCunati vrijednost izraza 5 ako je 2 (; + ;) = gdjejex =0,y # 0,
x+y+0.
480. Grafici linearnih funkcija y= -7x+31, y=3x-19, y= -5x+37, y=2x-5 su
redom prave a, b, c, d. Prave a i b sijeku se u tacki A, prave b i c u tacki B, prave
cidutacki S, aprave diautacki D.
a) Graficki predstaviti date funkcije u Dekartovom koordinatnom sistemu.

b) Odrediti koordinate tacaka A, B, C, D.
C) Izracunati povrsinu cetverougla ABCD.

481.Visina pravilne Cetverostrane piramide je H= V2 cm. Nakom rastojanju od
vrha te piramide treba postaviti ravan paralelnu sa osnovom piramide koja dijeli
omota¢ piramide na dva dijela jednakih povrsina.
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482. Dat je pravougli trougao ABC hipotenuze AB. Neka su K, L, M, N tacke sa
one strane prave AB sa koje je i tacka C, takve da su BCKL i CAMN kvadrati. Ako

su L1 i My podnoZja normala iz L i M na pravu AB, dokazati da je LLi+MM1=AB.
Republi¢ko takmicenje 2005.
VIl razred

483. Na plo¢i je napisano deset uzastopnih prirodnih brojeva. Ako jednog od njih
obriSemo, tada je zbir preostalih devet brojeva 2005. Odrediti koji smo broj
obrisali.

484. Koliko ima petocifrenih brojeva ¢iji je proizvod cifara 210.

485. Odrediti najmanji pozitivan racionalan broj koji je djeljiv razlomcima % i
12, o .
35 koli¢nik je cijeli broj.

486. U pravougaoniku ABCD tacke P, Q, R, S su, redom, sredista stranica AB, BC,
CD, AD. Tacka T je srediste duzi RS. Izraunati povrsinu troougla QRT ako je
povrsina pravougaonika ABCD 888 cm?.

487. U pravouglom trouglu ABC duz CD je hipotenuzina visina. Ako su M i N
sredista kateta, dokazati da je ugao MDN prav.

VIII razred

488. Zbir n realnih brojeva je 40. Ako svaki broj h tog niza zamijenimo brojem
1-h, tada je zbir ovih novih brojeva 20. Odrediti zbir brojeva koji se dobiju tako
Sto svaki broj h datog niza zamijenima sa 1+h.

489. U skupu cijelih brojeva odrediti rjeSenja jednacine (x+2004)1%0=x,

490. Jedan kvadrat je smjeSten u unutrasnjost drugog kvadrata tako da su im stra-
nice paralelne kao §to je prikazano na slici. Dokazati da je zbir povrSina figura A
i C jednak zbiru povrsina figura B i D.

C

491. Dat je Getverougao ABCD. Izradunati duZinu stranice AB ako je BC=1 cm,
CD=2 cm, AD =+/3cm, ¥BCD=120° i «CDA=90°.

492. Duzine visina trougla ABC su 12 cm, 15 cm i 20 cm. Dokazati da je trougao
ABC pravougli.
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IX razred
493. Za realne brojeve a, b, ¢ vazi a+b+c=261 * + % +1 228, Izradunati vrijed-
a C

: c
nostizraza 242, 6,2,6. 0
b c ac b a

494. Na Republickom takmicenju iz matematike odrzanom 7. maja 2005. godine
Milan je rekao: ,,Razlika izmedu broja mjeseci i punih godina moje starosti je
111*. Kojeg datuma je Milan roden?

495. Neka su x i y pozitivni realni brojevi i y>1 tako da vazi x+y?=xy. Odrediti
najmanju mogucu vrijednost od x.

496. Dva kvadrata, povr§ina A i B, su upisana u polukrug kao $to je prikazano na

BN

B

slici. Izracunati koli¢nik g

497. Visine bo¢nih strana trostrane piramide su jednake. Pod kojim uglom su
nagnute njene boc¢ne strane prema ravni osnove, ako je povrsina piramide 1,5 puta
veca od povrsine njenog omotaca.

Opstinsko takmicenje 2006.
VI razred

498. Cetiri tetive dijele krug na najveéi broj dijelova. Na koliko dijelova je podije-
ljen krug?

499. Dvije prave se sijeku u tacki S i obrazuju Cetiri ugla. Zbir unakrsnih o$trih
uglova iznosi dvije jedanaestine jednog od unakrsnih tupih uglova. Odrediti mjer-
ne brojeve svakog od ta &etiri ugla.

500. Da li postoji prirodan broj n za koji se vrijednost izraza 37+2 moze
predstaviti u obliku proizvoda dva uzastopna prirodna broja? Odgovor obrazloziti.

501. Ako se sva polja Sahovske table (8x8 kvadrata) poredaju jedno pored drugog
dobije se pravougaonik obima 390 cm. IzraCunati povr$inu $ahovske table.

502. Za pakovanje 163 litra soka upotrebljeno je 209 boca zapremine % litra i %

litra. Ukupna zapremina 209 boca je 163 litra. Koliko ima boca od % litra?
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VII razred

503. U zapisu *1#2+4+8+16%32x64=27 umjesto znaka * staviti jedan od znakova
(simbola) racunskih operacija sabiranja ili oduzimanja tako da dati zapis bude
tacna jednakost.

504. Unutrasnji ugao a pravouglog trougla ABC sa uglom od 90° kod tjemena C
iznosi % susjednog spoljasnjeg ugla. Izracunati ugao ¢ koji grade simetrale pra-

vog ugla i spoljasnjeg ugla B1 kod tjemena C.
505. Odrediti broj koji ima taéno osam djelioca medu kojima su brojevi 151 21.
506. Mjerni brojevi stranica trougla su prirodni brojevi. Ako su duzine dvije stra-
nice trougla 15 cm i 4 cm, odrediti duZinu trece stranice.
507. U prizemlju zgrade se nalazi lift, koji ne moze podi¢i vise od 150 kg. Cetiri
prijatelja teze: 60 kg, 80 kg, 80 kg, 80 kg. Koliko najmanje puta mora lift preci
put izmedu prizemlja i posljednjeg sprata da bi odveo sva Cetiri prijatelja iz
prizemlja na posljednji sprat?
VIII razred

K-O-C-K-A
A-T-E-M-A-T-1-S-K-O-P°
a) IzraGunati vrijednost razlomka ako jednakim slovima odgovaraju jedna-
ke cifre, a razli¢itim slovima razlicite cifre.
b) Koje slovo odgovara cifri 0?

508. Dat je razlomak v

509. Neka su t,, ty i t. teziSne duzi pravouglog trougla ABC, gdje je t. tezi$na duz
hipotenuze. Dokazati da vazi t, 2 + t;,% = t 2.

510. Kruznica dijeli svaku stranicu kvadrata na tri jednaka dijela. 1zradunati stra-
nicu kvadrata i obim mnogougla odredenog presjec¢nim tatkama, ako je poluprec-

nik kruznice 2410 cm.

511. IzraCunati povr$inu trapeza &ije su osnovice a=25 cm, b=15 cm i kraci c=6
cm i d=8 cm.

512. Ako je ﬁ = %, gdje su a i b relativno prosti brojevi, izradunati a?+b?.
5

IX razred

513. Kroz tacku P koja je u unutrasnjosti pravog ugla i na jednakom rastojanju od
krakova tog ugla 1gcm , treba nacrtati pravu koja s tim kracima gradi pravougli
trougao povrsine 6 cm?. Kolike su duZine stranica tog trougla, ako je jedna kateta
za 1 cm duza od druge katete?

514. Ako u nekom mjesecu tri utorka padaju u parne datume, kog datuma pada
posljednji petak u tom mjesecu?

515. Odrediti minimalnu vrijednost polinoma 4x2+9y2-12x+30y+2006.
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516. Ako je a(b + ¢) = bc (ﬁ - 1), gdje su a, b, c realni pozitivni brojevi,
izradunati =+~ + 2,

a b c
517. Osnovne ivice kvadra odnose se kao 4 : 3, dijagonale bo¢nih strana odnose
se kao /20 :4/13, a povrsina dijagonalnog presjeka odnosi se prema zapremini
kvadra kao 2 : 1 . IzraCunati zapreminu kvadra.
Regionalno takmicenje 2006.
VI razred
518. Brojevi 112, 121, 123, 153, 243, 313 i 322 su rasporedeni u redove, kolone
i dijagonale magi¢nog kvadrata 3x3 tako da su cifre tih brojeva upisane u manje
kvadrate. (Brojevi upisani u redove i dijagonale ¢itaju se slijeva na desno, a bro-
jevi upisani u kolone odozgo prema dole.) Odrediti osmi trocifreni broj koji upot-
punjuje niz datih brojeva.
519. Neka su a-b+2006, b-c+2006, c-a+2006, tri uzastopna cijela broja.
Odrediti te brojeve.
520. Dokazati da je zbir 1+2+3+ +2005 djeljiv sa 2005.
521. Ugao koji zatvaraju velika i mala kazaljka ¢asovnika jednak je uglu koji su
one zatvarale prije pola sata. Odrediti sve moguce mjere tog ugla.

522. Kocka K je sastavljena od 27 jednakih manjih kocki. Ako od kocke K oduz-
memo one manje kocke koje sadrze njena tjemena dobi¢emo tijelo T. Uporediti
povrsine kocke K i tijela T.

VII razred
523. Odrediti vrijednost proizvoda

(1+2) (1+2) (1+2) (1+2)(1+ 2)
5 7 9 99 101
1 1 1 1 1 1 1 1
524. Dokazatidaje - — -+ —-——=-+ "+ ———+—> -,
2 3 4 5 98 99 100 5
525. Za prirodne brojeve a i b vazi 19a=97b. Dokazati da je a+b djeljiv sa 116.

526. Pravougaonik je sastavljen od Sest kvadrata (slika). Odrediti duzinu stranice
najveceg (Srafiranog) kvadrata ako je stranica najmanjeg kvadrata jednaka 1 cm.

527. Za tezi$nu duz AAs i stranicu BC trougla ABC vazi AA; : BC=3 : 2. Odrediti
veli¢inu ugla izmedu druge dvije tezisne duzi.
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VIII razred
528. Odrediti sve cijele brojeve x za koje je |x>-2x-3]| prost broj.
529. Izra¢unati vrijednost izraza a®+3a?b?+b®, ako je a®+b?=1.

530. Neka je ABCDE pravilni petougao. Konstruisan je jednakostrani¢ni trougao
ABT, gdje se tjeme T nalazi u unutra$njosti petougla. Izraunati mjeru ugla TCE.

531. Deset tacaka Ai, Az, As,...A10 dijeli kruznicu polupre¢nika 1 cm na deset
jednakih kruznih lukova. Izra€unati A144-414>

532. Neka je t=320%, Ako je 320044+320054.32005= (.1, odrediti a.

IX razred

533. Kvadrat cijelog broja pri dijeljenju sa 4 daje ostatak 0 ili 1. Dokazati.

534. Pozitivni realni brojevi a i b zadovoljavaju nejednakost% < 1. Dokazati
da je jedan od tih brojeva ve¢i od 1, a drugi manji od 1.

535. Za realne brojeve x, y, z vazi xyz = 1. Ako je a = x + i b=y+ i c=
z+ § izraunati a?+b*+c*—abc.

536. Izracunati povrSinu kruga upisanog u trougao koji pravay = — %x + 2 obra-
zuje sa koordinatnim osama.

537. IzraCunati S=2+22+23+24+...+2100,

Republi¢ko takmicenje 2006.

VII razred

538. Odrediti povrsinu figure ABCD ako je duzina jedini¢nog kvadrata 1 cm.

C

~

539. Sala za prijeme ima kapacitet 400 osoba (uklju¢ujuéi i konobare). Ako je
jedan konobar potreban za 12 gostiju koji je najve¢i moguéi broj gostiju?

540. U kutiji se nalazi 15 crvenih, 12 plavih i 7 zelenih klikera. Koliko klikera
treba odjednom izvuéi, bez gledanja, da ismo bili sigurni da smo uzeli najmanje
dva klikera: a) raznih boja; b) plave boje?

541. Razlika dva dvocifrena prosta broja, koji su zapisani istim ciframa, ali u obr-
nutom redosljedu, je kvadrat prirodnog broja. O kojim prostim brojevima se radi?
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542. U trouglu ABC konstruisana je simetrala AK unutra$njeg ugla kod tjemena 4,
gdje tacka K pripada stranici BC. Poznato je da se centar kruga opisanog trouglu
ABC i centar kruga upisanog trouglu AKC nalaze u jednoj tacki. Odrediti uglove
trougla ABC.

VIII razred

543. Svaki od Sest krugova polupre¢nika 1 cm dodiruje svoja dva susjedna kruga,
a svih sest dodiruju iznutra veliki sedmi krug kao §to je prikazano na slici. 1zra-
¢unaj povrsinu srafiranog dijela.

544. Dokazati da je broj 1998-2000-2002-2004+16 kvadrat prirodnog broja.

545. Odrediti mjeru unutra$njih uglova trougla ABC ako su centar upisane i centar
opisane kruZnice simetri¢ni u odnosu na jednu stranicu trougla.

546. Odredit vrijednost izraza a(a+2)+c(c-2)-2ac+1, ako je a-¢=99.

547. U pravouglom koordinatnom sistemu Oxy date su tacke A(-1,2), B(3,5) i
C(7,5). a) Odrediti koordinate tadaka koje imaju osobinu da svaka sa tackama 4,
B i C obrazuje paralelogram. b) Izraunati povrsine tako dobijenih paralelograma.

IX razred
548. Akajex > 11 x? +i2 =Y izraunaj x +ix-Zix

X 4 X X
549. a) Rastaviti na ¢inioce izraz n5+n+1. b) Odrediti sve prirodne brojeve n za
koje je broj n5+n+1 prost broj.
550. Igrajuci Sah sa kompjuterom, Milan je dobio 60% partija. Odmorivsi se, odi-
grao je jo§ 10 partija i procenat dobijenih partija je iznosio 70%. Koliko Milan
treba odigrati jo$ partija i koliko ih dobiti da bi procenat dobijenih partija opet
iznosio 60%.
551. Neki prirodan broje je manji od 328 za onoliko koliko iznosi zbir njegovih
cifara. Koji je to broj?
552. Kvadrat ABCD je osnova piramide ABCDS. Njene bo¢ne strane su jednako-
strani¢ni trouglovi. IzraCunati veliinu ugla SAC .
Opstinsko takmicenje 2007.
VI razred

553. Skratiti razlomke: a) 123 123; b) 121121121
123123 121121121
554. Dato je 999 kocki ivice 1 cm. Slaganjem ovih kocki, jednu do druge, treba

naciniti najve¢u mogucu kocku. Od preostalih kockica, treba ponovo naciniti naj-
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vec¢u mogucu kocku, na isti nacin. Ovaj postupak ponavljamo sa preostalim koc-
kama dok ih sve ne upotrebimo na navedeni nacin. Izracunati:

a) koliko se na taj nac¢in dobije kocki od 999 malih kocki;

b) zbir povrsina svih tako dobijenih kocki.

555. Jedna duz je duza od druge za 90 cm. Da su obe duzi krace za po 20 cm, tada
bi jedna duz bila Cetiri puta krac¢a od druge. Odrediti duzine tih duzi.

556. Danas je subota. Koji dan u sedmici ¢e biti hiljaditi dan ako sutrasnji dan ra-
¢unamo kao prvi? Odgovor obrazloziti!

557. Zapremina kocke i lopte je 12 % cm3. Zapremina tri kocke i dvije lopte je
35% cm?3. Kolika je zapremina jedne kocke?

VII razred

4 n 4 n 4 n 4 .
101-105 105-109 109-113 113-117
559. Zbir jedanaest uzastopnih prirodnih brojeva je 5555. Odrediti najmanjih od
tih brojeva!

558. Izracunaj brojevnu vrijednost izraza

560. Poslije nekoliko kisnih dana vodostaj rijeke Vrbas se povecao za 25%.
Sutra-dan se smanjio za 10% da bi se treeg dan povecao za 10%, a Cetvrtog
smanjio za 20%. Da li je Cetvrtog dana vodostaj Vrbasa bio veéi ili manji nego na
pocetku? Koliko ta promjena vodostaja iznosi u procentima?

561. Sredista upisane i opisane kruZnice trouglu ABC simetri¢na su u odnosu na
stranicu AB. Odrediti uglove trougla.
e ” x 4 1
562. Rijesiti jednacinu 0,4 (5 - 2) + = 1 " 0,2.
VIl razred

563. Ako su a i b cijeli brojevi za koje vazi a + Vb = v/ 15 + /216 izradunaj %.

564. Dokazati da je broj 1712-1 djeljiv sa 10.
565. Za koji realan broj a izraz a2-4a+2007 ima najmanju vrijednost?

566. Broj 1 000 002 000 001 rastavi na proste ¢inice ako se zna da je jedan
njegov prost ¢inilac veci od 9 000.

567. Ako je x2+x-1=0, koliko je x4+2x3+x2?
IX razred

a+b+2 1 1 N .
B ——— . IzraCunati

568. Proizvod realnih brojevaa i b je 1 i vazi =——+
4 a+l b+1

az+bz,

569. Odrediti sve prirodne brojeve x za koje vazi jednakost n(x-n)=2x+5, gdje je
i n prirodan broj.

570. Date su funkcije f(x)=|x]-3 i g(x)=-|x|+3.
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a) Nacrtati u pravouglom koordinatnom sistemu grafove ovih funkcija.
b) Odrediti povrsinu lika omedenog graficima funkcija.

571. Aritmeticka sredina Sest uzastopnih cijelih brojeva je 18,5. Kolika je aritme-
ti¢ka sredina prvih pet od tih Sest brojeva?

572. Duzina kateta pravouglog trougla ABC su 4 cm i 7 cm. Na hipotenuzi AB da-
ta je tacka D. Tacke P i Q su tezista trougla ADC, odnosno trougla CDB. Izratunati
povrsinu trougla CMN.

Regionalno takmicenje 2007.
VI razred

573. Uglovi a i B su suplementni uglovi, a uglovi B i y komplementni. Izradunati
uglove a, B iy ako je zhir uglova a i y jednak 124°.

574. Tri odjeljenja Sestog razreda zajednicki su skupili 289 staklenih boca. Da je
prvo odjeljenje skupilo jos 17, drugo 23, a trece 19 boca imali bi jednak broj boca.
Koliko je svako odjeljenje skupilo boca.

575. Sonja treba da procita knjigu za lektiru. Prvog dana je procitala jednu tre¢inu
stranica, drugog dana dvije petine, a treCeg dana jednu petinu. Za Cetvrti dan joj
je ostalo jo$ 17 stranica. Koliko knjiga ima stranica?

576. Dejan popije bocCicu sirupa za 14 dana. Ako ga pije zajedno sa sestrom Ves-
nom, popice ga za 10 dana. Za koliko dana bi Vesna sama popila tu bocicu sirupa?

577. IzraCunati razliku zbira svih parnih i zbira svih neparnih prirodnih brojeva
manjih od 2007.

VIl razred
578. Odrediti sve cijele brojeve n tako da vaze nejednakosti % < 11_—5" <1.

579. Odrediti trocifreni broj abc ako je 49a + 7b + ¢ = 286.

580. Izracunati razliku zbira svih neparnih i zbira svih parnih prirodnih brojeva
manjih od 2007.

581. Konstruisati trougao ABC ako je a=30°, h;=3 cm i tezi$na duz t,= 3,5 cm.
582. Zbir sest uzastopnih prirodnih brojeva od kojih nijedan nije djeljiv sa 7, dje-
ljiv je sa 21, a nije djeljiv sa 42. Dokazati.

VIII razred

583. Zbir kvadrata Getiri uzastopna prirodna broja je 5334. Odrediti najmanji broj
medu njima.

584. Kruznica je upisana u kvadrat ABCD. Tri tjemena kvadrata BEFG pripadaju
stranicama kvadrata ABCD, a Cetvrti datoj kruznici. IzraCunati povrSinu kvadrata
ABCD, ako je duzina stranice manjeg kvadrata 1 cm.
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585. Ako je:
12 22 32 42 10012 . 12 22 32 42 10012
a=THTET ATt b= ATt

izraCunati a — b.

586. Dat je polinom P(x)=x*}(x—1)%, Izra¢unati P(9)-P(3)-P(4).
587. Koristec¢i podatke sa slike izacunati zbir uglova S=o+p+y+5+¢.

\5/

IX razred

588. Palindrom je pozitivan cijeli broj ¢ije su cifre simetri¢ne i ¢ija cifra jedinica
nije 0. (Na primjer, palindromi su brojevi 2, 5, 33, 6886, 1230321). Koliko ima:

a) trocifrenih; b) cetverocifrenih palindroma?

589. Ako je n!=1-2-3-4-...-(n-1)-n (na primjer, 5!=1-2-3-4-5=120). Odrediti n

ako je n!=215-36.53.72.11-13.

590. Tri kvadrata i tri kruga upisana su u pravougli trougao ABC na nacin kako je
to prikazano na slici. Ako najmanji i najveci krug imaju redom poluprecnike 19

cm i 99 cm, izraCunati polupreénik treceg kruga.
A

591. Odrediti realan broj a tako da su ekvivalentne jednacine

[x+1l=aix*+2x=a—1.
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592. Pravilna trostrana prizma ima bazu povrSine 5v2 cm?. Ravan o sadrzi
osnovnu ivicu i nagnuta je pod uglom od 45° prema osnovi. Kolika je povrina Q
presjeka ravni o i prizme?

Republicko takmicenje 2007.
VIl razred
593. Odrediti broj pravougaonika na slici.

594. Neka za dvocifrene brojeve ab i cd vazi jednakost ab=5-cd . Dokazati
da je &etverocifreni broj abcd djeljiv sa 3.
595. Odrediti najmanji prirodan broj ¢iji je proizvod cifara 6048.

596. Operacija A je definisana na sljede¢i nacin: a A b :1—% , gdje je b#0. Izra-

Cunati (LA2) A (3A4).

597. U trouglu ABC za tezisnu duz AA: vazi 2-AA:1=BC. Izracunati <A datog tro-
ugla ABC.

VIII razred
598. Odrediti trocifreni broj abc tako da vazi: a) asz = % = HTa; b) aTH’,
b+c . c+a

— i—su prirodni brojevi.

599. Broj 3n+2-2n+2+3n-2n je djeljiv sa 10 za svaki prirodan broj n. Dokazati.
n+12

600. Odrediti sve dvocifrene prirodne brojeve n tako da je broj |*=—= takode

n-12

prirodan.

601. U jednakostrani¢ni trougao ABC, ¢ije tjeme C pripada stranici DE pravo-
uogaonika ABDE, je upisana kruznica polupre¢nika 1 cm, vidi sliku. Veca
kruznica je opisana oko pravougaonika ABDE. Izracunati poluprecnik veée kruz-
nice.
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602. Dat je kvadrat ABCD stranice 5cm. Kvadratu je opisana kruZnica i na
manjem luku kruZnice odredenom tatkama A i B data je tacka T, razli¢ita od taca-
ka Ai B . Izratunati AT+BT*+CT*+DT?.

IX razred

603. Dat je niz cijelih brojeva: -7, 14, -21, 28, -35, 42, -49, 56,... Ako je zbir
prvih n ¢lanova jednak 140, odrediti broj n.

604. Za linearnu funkciju f (x) = ax + b vazi:

fO+f@D+fB)+-+f10)=10 i f(1)—f(2)+fB) - —f(10) =-10.
IzraCunati £(100).
605. Koliko rjeSenja ima jednacina x+y+z=100 u skupu prirodnih brojeva?
606.Rijesiti sistem jednadina : Lilo l, +l= E, Z+l= E, gdje je
vz = Xz 2" xz  xy 6 yz xy 3

x>0, z>01 y>0.
607. Osnova prave prizme je romb sa uglom od 30°. Osnovna ivica je duzine 4
cm. AKo je manji dijagonalni presjek prizme kvadrat, izracunati povr§inu prizme.
Opstinsko takmicenje 2008.
VI razred
608. Na kvadratnoj mrezi je oznaceno 11 tacaka i 1 zvjezdica, slika. Koliko kvad-
rata sa tjemenima u datim tackama moZete nacrtati, ali tako da zvjezdica bude u
kvadratu (a ne na granici)?

e o o o

e X o e

e o o o

e o o o
609. U dvije prodavnice voca, bilo je ukupno 365 kg jabuka i one su prodavane
po istoj cijeni. Kada je prva prodavnica prodala odredenu koli¢inu jabuka i za to
dobila 434 KM, a druga prodavnica za prodanu odredenu koli¢inu dobila 875 KM,
tada je prvoj ostalo 102 kg, a u drugoj 76 kg. Koliko je u svakoj prodavnici bilo
jabuka na pocetku?
610. Zbir 20 uzastopnih prirodnih brojeva je 2590. Koji su to brojevi?
611. Odrediti cifru a tako da izraz 17 - 16a + 2007 - 2008 bude djeljiv sa 12.
612. Majka je svakom od svoje troje djece dala isti dzeparac. Kada je svako dijete
potrosilo po 30 KM, ukupno im je ostao iznos jednak dzeparcu jednog od njih.
Koliki je iznos majka izdvojila za dZeparac svoje djece?
VIl razred
613. U basti su rasli zasadi kupusa i luka. Mama i tata su isjekli jednu tre¢inu svih
zasada kupusa i jednu Sestinu svih zasada luka. Perica je izjavio da su njegovi
roditelji isjekli pola zasada u basti. Da li je Perica u pravu? Odgovor obrazloziti.
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614. Ucenici sedmog razreda neke Skole idu na zimovanje. Prijavile su se dvije
devetine uéenika vise nego §to je planirano. Pred polazak je zbog bolesti odustalo
tri jedanaestine prijavljenih, pa je na zimovanje otislo 5 u¢enika manje nego §to
je planirano. Koliko je u¢enika bilo na zimovanju.

615. Za koje je prirodne brojeve a razlomak T—_gzg prirodan broj?

616. DuZine stranica jednakostrani¢nog trougla izrazene su prirodnim brojem u
centimetrima. Koliko je razlig¢itih jednakokrakih trouglova moguée konstruisati
ako je obim tog trougla 22 cm?

617. Dati su kvadrati ABCD i BEFG kao na slici, pri D c

¢emu je duZina stranice manjeg kvadrata 1 dm, a du-

Zina stranice veceg kvadrata 20 cm. Izradunati povr-

Sinu trougla DEG. G £
A B E

VIl razred

618. Na jednom matematickom takmicenju trebalo je da ucenici rijeSe nekoliko
laksih i nekoliko tezih zadataka. Za svaki tacno rijeSen tezi zadatak dobijali su 3
boda, za svaki rijesen laksi zadatak 2 boda, a za svaki nerijeSen laksi zadatak gubili
su 1 bod. Jovan je rijesio 10 zadataka i osvojio 14 bodova. Koliko je bilo laksih
zadataka na tom takmicenju?

619. U tri vre¢e sadrzano je 64,2 kg brasna. U prvoj vre¢i ima 20% manje brasna
nego u drugoj, a u tre¢oj 42,5% od koli¢ine brasna iz prve vrece. Koliko brasna
ima u svakoj vre¢i?

620. Po zavrsetku matematickog takmicenja autobus sa dijelom takmicara i nas-
tavnika krenuo je prema Doboju te na tom putu vozio brzinom od 100 km/h.
Jednog nastavnika su zaboravili i ostavili u mjestu takmicenja. On je uspio sebi
osigurati prevoz privatnim automobilom koji je prema Doboju krenuo 5 minuta i
36 sekundi poslije polaska autobusa. Privatni automobil stigao je autobus krec¢uci
se brzinom od 120 km/h. Kolika je udaljenost mjesta susreta od mjesta takmi-
cenja?

621. Poljoprivrednik ima dvije njive ¢ije se povrSine odnose kao 2 : 3. Na tim nji-
vama Zeli zasaditi maline i jagode tako da povrSina na kojoj ¢e biti zasadene
maline bude jednaka povrSini na kojoj su zasadene jagode. Manju njivu zasadio
je jagodama i malinama u omjeru 3 : 5. U kojem omjeru treba zasaditi ve¢u njivu?

622. Jedan ostar ugao pravouglog trougla iznosi 35°. Koliki ugao zatvara simet-
rala najveéeg vanjskog ugla sa pravom kojoj pripada najkraca stranica trougla?
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IX razred

623. Pravougaonik ABCD razrezan je na kvadrate, kako
je pokazano na slici. Zna se da duzina stranice AB iznosi
32 cm. Odrediti duzinu stranice AD.

=

A ki

624. IzraCunati bez upotrebe kalkulatora (digitrona) v3332 + 4442.

625. Na jednom ostrvu dvije tre¢ine svih muskaracaje oZenjeno, a tri petine svih
zena je udato. Koji dio stanovnika nije u braku?

626. Zadana je prava p jednacinom 4x+3y-6=0. Kolika je udaljenost koordinat-
nog pocetka od te prave?

627. Zadan je pravougli trougao ABC, s pravim uglom pri vrhu C i veli¢inom ugla
pri tiemenu B 20°. Simetrala ugla BAC sijece katetu BC u tacki D, a simetrala ugla
ABC katetu AC u tacki F. Iz tadaka D i F povucene su normale na hipotenuzu, i one
je sijeku u tatkama M i N. Izraunaj veli¢inu ugla MCN.

Regionalno takmicenje 2008.
VI razred

628. Za numerisanja elemenata neke masine upotrijebljeno je prvih sto prirodnih
brojeva. Koliko puta su pri tome napisane cifre: a) 0; b) 7; c) 1?
629. Naci sumu u primjeru sabiranja
SHHE
otusoca
ako je o=u, a ostalim razli¢itim slovima odgovaraju razlicite cifre.

630. Nekoliko ucenika treba rasporediti u grupe. Ako ih rasporedimo po 2, ostaée
jedan nerasporeden, ako ih rasporedimo po 3 ostace dva nerasporedena, a ako ih
rasporedimo po Cetiri ostace tri nerasporedena. Koji je najmanji broj ucenika koje
treba rasporediti?

631. Odrediti prost broj p i prirodan broj n tako da vaZi jednakost p?>+2n=20.
632. Napisati sve trouglove sa slike. c
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VIl razred

633. Koliko ima desetocifrenih prirodnih brojeva koji se zapisuju samo sa ciframa
015, akoji su djeljivi sa 9?

634. U biblioteci ima 9500 knjiga, od ¢ega je 80% na srpskom, a ostalo na engles-
kom i ruskom jeziku. Od knjiga na stranim jezicima 60% je na engleskom jeziku.
Koliko u toj biblioteci ima knjiga na engleskom, a koliko na ruskom jeziku?

635. Odrediti ostre uglove pravouglog trougla s pravim uglom kod tjemena C, ako
je ugao izmedu visine i simetrale ugla iz tjemena C jednak jednoj devetini tu-pog
ugla kojeg ¢ine simetrale oStrih uglova.

636. Tanja je planirala pro¢itati knjigu za 3 dana. Prvog je dana proéitala jednu
tre¢inu knjige, a drugog dvije petine knjige i utvrdila je da joj za trec¢i dan ostaje
28 stranica manje nego S$to je procitala drugog dana. Koliko stranica ima knjiga?
637. Neka tacke A i B pripadaju kruznici k sa sredistem S i polupre¢nikom r, te
neka je AB<2r. Simetrala duzi AB sije¢e duz AB u tacki P, a kruZnicu k u tatkama
Ci D, pri ¢emu su tacke C i S sa iste strane prave AB. Dokazati da je PD<PB.

VIII razred

638. Figura na slici je sastavljena od 5 podudarnih kvadrata. Ako je AB = 10 cm,
odrediti povrsinu date figure.

=

4

639. Dat je trougao ABC, pri éemu je AC>AB. Unutar trougla je data tatka N tako

da duZzina AN polovi ugao BAC i ANLBN. Ako je M sredina stranice BC onda je

MN = AC;AB. Dokazati.

640. Za prirodne brojeve a, b, c, d i racionalan broj x vaze jednakosti
2a=3b=4c=5d=x (a + b + ¢ + d). Odrediti broj x.

641. U kvadratnoj mrezi smjeStena su dva trougla ABC i MNL kao na slici. Odre-
diti omjer povrsina tih trouglova.
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642. IzraCunati (bez upotrebe kalkulatora): V3332 + 4442,
IX razred

643. Odrediti tri prosta broja tako da je njihov proizvod pet puta vec¢i od njihovog
zbira.

644. Racunar ispisuje brojeve na sljedeé¢i nadin: prvi broj je 37, drugi izraCunava
tako §to pomnozi cifre prvog i doda 37, dakle 58. Tre¢i izracunava tako §to mnozi
cifre drugog i dodaje 37. Opcenito, brojeve formira tako §to pomnozi cifre pret-
hodnog broja i doda 37. Ako je raCunar startovao u 12 casova i svake sekunde
ispisao novi broj koji je broj ispisao u 12 ¢asova i 5 minuta.

645. Ako je 9x?+4y?>~12xy-16a=12 i 3x—2y+4a=4, koliko je 3x-2y?

646. Osnovne ivice trostrane prizme su a=9 cm, b=10 cm i ¢c=17 cm, a visina priz-
me je H=h,, gdje je h, visina osnove koja odgovara stranici a. Odrediti povrsinu
i zapreminu prizme.

647. Odrediti povrsinu trapeza ABCD ako je AB=11cm, BC=5 cm, CD=7 cm i
AD=3 cm.

Republicko takmicenje 2008
VIl razred

648. Da li je broj napisan sa 81 jedinicom (cifrom 1) djeljiv sa 81? Obrazloziti
odgovor.

649. Dat je jednakokraki trougao ABC u kome je CA=CB i <ACB=90°. Tatka M
je u unutradnjosti trougla ABC takva da je ¥MBA=30°, <« MAB=10°. Izratunaj
<AMC.

650. Duz AC ima srediste u tacki K i sije¢e duz BD u njegovom sredistu S. Doka-
zati, da su sredista M i N duzi AB i CD simetri¢ne u odnosu na srediste duzi SK.
651. Pravougaonik je podijeljen na Cetiri manja pravou-gaonika A, B, C i D, kao
na slici. Povrsine pravougaonika A,B, C su redom, 200 cm?, 302 cm?, 600 cm?.
Kolika je povrsina cijelog pravougaonika?

A4 B

C D

652. Na telefonsku centralu prikljuceno je 55 telefona. Mogu li se telefoni pove-
zati tako da svaki od njih ima diretnu vezu sa ta¢no 11 drugih telefona?
VI razred

21742164...42242141

: 3% cijeli broj.
28427 442242141 ) J

653. Dokazati da je vrijednost izraza
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654. U trouglu ABC je "2 = c gdje su hy, hy, he duzine visina i ¢ duzina jedne
(4
stranice trougla. Izracunati jedan od uglova tog trougla.

655. Zadani su kruzni prsten i duz AB, koja je tetiva veCeg kruga i dodiruje manji
krug, vidi sliku. Izratunati povrsinu kruznog prstena , ako je AB=10cm.

4 B

656. Izracunati vrijednost izraza
A=4a2x2-4acx?+c2x2-16a2xy+16acxy-4c2xy+16a2y?-16acy?+4c2y?,

ako je a=3276, c=5552, x=9463, y=4731.

657. U trouglu ABC je ugao «CAB=0=60°. Dokazati da podnozja visina BBi, CC:

i srediste stranice BC ¢ine jednakostrani¢an trougao.

IX razred

658. Broj 9876543210 podijeliti sa 86420, ostatak dijeljenja podijeliti sa 6420,
novi ostatak podijeliti na 420, a ostatak na 20. Koliki ¢e biti ostatak nakon ovih
dijeljenja? (Obrazloziti ostatak bez provodenja dijeljenja).

659. Odrediti sve parove cijelih pozitivnih brojeva ¢ija je razlika kvadrata jednaka
195.

660. Dijagonale proizvoljnog trapeza dijele trapez na Cetiri trougla. PovrSine tro-
uglova kojima pripadaju osnovice su Py i P,. Izraziti povr§inu P trapeza pomocu
P1i P,.

—h)2
661. Dokazati nejednakost l (a—b) < %b —+va-b < %-
O<b<a. Odrediti uslove kada nejednakostl prelazi u jednakost.

(a—b)?
b 1

662. U trostranoj prizmi ¢ija je osnova pravougli jednakokraki trougo, moze se
upisati lopta pre¢nika 2 cm. Kolika je zapremina te prizme? (Napomena: Upisana
lopta dodiruje sve strane prizme).

Opstinsko takmicenje 20009.
VI razred

663. Izracunati (bez upotrebe kalkulatora)
5-(31-2-44+38-2-22)+11-(4-117-17-2-2) 4+11-7-(31-2+2-69).

664. Obim jednakokrakog trougla ABC (AB=BC) je 19 cm, a krak je 2 cm duzi od

osnovice. Odrediti duzinu stranica trougla ABC.

665. U jednoj posudi nalazi se tri puta vise mlijeka nego u drugoj. Ako u prvoj
posudi dolijemo 3 litre, a u drugoj 5 litara, tada ¢e u prvoj posudi biti dva puta vi-
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Se mlijeka nego u drugoj. Koliko je litara mlijeka bilo u svakoj posudi prije dolije-
vanja?

666. Zbir dva prirodna broja je 512, a njihov najveéi zajednicki djelilac je 64.
Koji su to brojevi ?

667. Dvije prave se sijeku u tacki S i obrazuju Cetiri ugla. Zbir unakrsnih ostrih
uglova iznosi dvije jedanaestine jednog od unakrsnih tupih uglova. Odredi mjerne
brojeve svakog od ta Cetiri ugla.

VII razred

668. Ako neki broj podijelimo sa 20, pa dobijenom koli¢niku dodamo 3,75 i dobi-
jeni zbir pomnozimo sa 0,4, dobit ¢emo broj koji je za 8,25 ve¢i od 20. Odrediti
pocetni nepoznati broj.

669. Ucenik je trebao pomnoziti 78 s dvocifrenim brojem kojemu je cifra desetica
tri puta veca od cifre jedinica. On je greSkom zamijenio cifre u drugom ¢iniocu i
tako dobio proizvod manji od ta¢nog proizvoda za 2808. Odrediti ta¢an proizvod.

670. DuZine stranica pravougaonika razlikuju se za 4,2 cm, a njegov je obim 23,2
cm. Nad njegovom duzom stranicom kao osnovicom konstruisan je s vanjske stra-
ne jednakokraki trougao kome je obim jednak obimu pravougaonika. Odrediti
duzine stranica tog trougla.

671. Tri daske imaju ukupnu duZinu 14,5 m. Ako od prve odrezemo dasku jedna-
ku polovini njene duzine, od druge tre¢inu njene duzine, a od trece etvrtinu njene
duzine, preostali dijelovi daske imaju jednake duzine. Odrediti duzine dasaka prije
rezanja.

672. Dat je jednakokraki trougao ABC. Simetrala spolja$njeg ugla uz osnovicu AB
i simetrala spoljainjeg ugla nasuprot osnovice sijeku se pod uglom od 71°.
Odrediti unutra$nje uglove trougla ABC.

VIl razred

673. Za koje vrijednosti parametra a jednacina ax-2a=3x-8 ima pozitivno rjese-
nje ?

674. Odrediti sve dvocifrene brojeve koji su za 1 manji od Sestostrukog zbira nje-
govih cifara.

675. Odrediti obim pravilnog mnogougla stranice duZine 12 cm, ako je broj
njego-vih dijagonala 252 ?

676. IzraCunati povrSinu jednakokrakog trapeza ¢ije su osnovice 6,8 cm i 4 cm,
a krak 5 cm.

677. Nad stranicama AC i BC jednakostrani¢nog trougla ABC nacrtani su s vanj-
ske strane kvadrati ACMN i BCPQ. Prava koja prolazi tatkom B i sredi§tem kvad-
rata ACMN sije¢e pravu PM u tacki D. Dokazati da je trougao BPD jednakokraki.
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IX razred

=

3+2v2 3-2

V3-2v2 3+2v2
2-11a+24

679. Odrediti cijele brojeve za koje je razlomak 2 Py takode cijeli broj .

678. Izracunati:

]

aZ2—
680. Dat je pravougaonik ABCD, tako da je AC=2BC. Neka je E podnozje norma-
le iz tjemena B na dijagonalu AC. Odrediti obim i povr$inu pravougaonika ABCD
ako je CE=5cm .

681. Povriina kruznog prstena je 1611 cm?, a $irina 7 cm. Odrediti polupregnike
krugova koji obrazuju taj prsten ?

682. Dat je pravougli trougao ABC s pravim uglom u tjemenu C, pri ¢emu je
BC<AC. Kruznica sa centrom u tacki C polupreénika BC sijece hipotenuzu AB u
tacki D, tako da je BD=98 cm i AD=527 cm. Odrediti duZine kateta pravouglog
trougla ABC.

Regionalno takmicenje 2009.
VI razred

683. Ako izmedu cifara dvocifrenog broja napiSemo nulu, dobija se trocifren broj
koji je 9 puta ve¢i od pocetnog dvocifrenog broja. Odrediti te brojeve.

684. Zbir ugla koji je komplementan uglu a i ugla koji je suplementan uglu a, tri
puta je veci od ugla a. Koliki je ugao a ?

685. Odrediti prost broj p i prirodan broj n tako da vazi jednakost p2+2n=20.

686. Dat je pravougaonika ABCD ¢&iji je obim 50 cm. Na stranici AB odabrana je
tacka M takava da je duzina duzi AM za 5 cm manja od duzine stranice BC, a duzi-
na duzi BM tri puta vec¢a od duzine duzi AM. Izradunati povr§inu pravougaonika
ABCD.

VII razred
687. Za proizvoljne cijela broja m i n uvijek je bar jedan od brojeva m+n, m-n,
m-n , djeljiv sa 3. Dokazati.

688. Ugao izmedu hipotenuzine visine i hipotenuzine teZisne duzi je 16°. Izratu-
nati unutrasnje uglove tog trougla , ako je a>p.

689. Cijena nekoj robi povecana je za 37%. Za koliko procenata treba smanjiti
novu cijenu da bi bila jednaka pocetnoj cijeni?

690. Sestocifreni broj poéinje cifrom 5. Ako se ta cifra premjesti s pocetka na
kraj, tj. izbriSe se na pocetku i dopiSe na kraju, dobija se broj koji je Cetiri puta
manji od prvobitnog broja. Odrediti taj Sestocifreni broj.
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VIII razred
691. Izracunati vrijednost izraza %Z ako je a>b>0 i a2+b2=6ab.

692. Dat je jednakostrani¢an trougao ABC i tatka M na stranici AB. Nad duzi CM
konstruisan je jednakostrani¢an trougao CMN, pri ¢emu su tacke M i N sa razli¢itih
strana duzi BC. Dokazati da su duzi AC i BN paralelne.

693. Ugao na osnovici jednakokrakog trapeza je 75 ©, duzine osnovica obrazuju
razmjeru 2 : 1, a krak je duzine 10 cm. Odrediti povrSinu trapeza.

694. Neki dvocifreni broj je djeljiv sa 3. Ako se tom broju doda 27 dobiée se broj
napisan istim ciframa, ali u obrnutom redosljedu. Odrediti dvocifreni broj sa nave-
denim svojstvima?

IX razred

e ", +b— +c—x | b+c— 4
695. Rijesiti jednadinu (o Xx) AT R T =1, ako su
L i o b a at+b+c
brojevi a, b, c i a+b+c su razlic¢iti od nule.

696. U pravouglom trouglu ABC na katetama AC i BC date su redom tacke M i N.
Dokazati da vazi: AN*+BM*=MN?*+AB?

697. U jednakokrakom pravouglom trouglu upisan je romb tako da je jedno tjeme
romba ujedno i tjeme o$trog ugla pravouglog trougla, a preostala tri tjemena rom-
ba leze svaki na jednoj stranici datog pravouglog trougla. Izracunati polupre¢nik
kruznice opisane oko pravouglog jednakokrakog trougla ako je duzina stranice

romba 3(+/2 -1) cm.

698. Izragunati 220 — /(1 + 211 4 220)(1 — 211 4 220)
Republicko takmicenje 2009.
VIl razred
e (1 1 1 L\ el
699. Rijesiti jednacinu: (E toat toest ﬁ) [x — 5| =98.
700. U unutra$njosti trougla ABC data je proizvoljna tacka M. Dokazati da je:
a) AM+BM<AC+CB; b) «AMB><ACB.

701. Odrediti razlomke a, b, c i d sa jednocifrenim imeniocima, tako da vazi

lca<b<c<d<?®

9 9
702. Dat je trapez ABCD. Simetrale spolja$njih uglova trapeza kod tjemena A i D
sijeku se u tacki M, a simetrale spoljasnjih uglova kod tjemena B i C sijeku se u
tacki N. Ako je MN=5 521 004,5 cm, izratunati obim trapeza ABCD.

703. Na regionalnom takmicenju iz matematike ucestvovala su 82 u¢enika. Doka-
zati da se izmedu njih moze izabrati 10, takvih da su svi iz istog grada ili po jedan
iz 10 razli¢itih gradova.
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VI razred

704. Duzina stranice romba je 9 cm, a zbir duzina njegovih dijagonala je 24 cm.

Odrediti povr§inu romba.

705. Odrediti najmanji i najveéi osmocifreni broj ¢iji je zbir cifara 40, ako su im

sve cifre razlicite?

706. U unutra$njosti trougla ABC izabrana je tacka M. Dokazati da je % + % +

a a

% =1, gdje su nq, ny, n. udaljenosti tacke M od stranica trougla, a hq, hs , hc
a

visine datog trougla.

707. Izradunati vrijednost izraza \/(3x — 2)(x — 2) — 2x(x — 2) —vV2 za x = 3 — /2.

2008%°%% 4 2008%°%° o

708. Rijesiti jednacinu
IX razred

709. Na stranicama AD i BC paralelograma ABCD date su tatke M i N tako da je
AM=CN, P proizvoljna tacka na stranici AB. Prave MN, CP i DP dijele paralelo-
gram na tri trougla i tri Cetverougla. Dokazati da je povrSina jednog trougla jedna-
ka sumi povrSina druga dva trougla, a povrSina jednog ¢etverougla jednaka povrsi-
ni druga dva Cetverougla .

710. U skupu cijelih brojeva rijesiti jednacinu xy+3y-5x=18.

711. Bo¢ne strane ABS, BCS i CAS trostrane piramide ABCS su medusobno nor-
malne i imaju redom povrSine 54 cm? 96 cm?i 72 cm?. Izradunati zapreminu i du-
zine stranica piramide.

712. Dat je broj M=19%1-91'°, a) Dokazati da je: a) M>0; b) M djeljivo sa 72.
713. Ako je xyz=1, onda je (x+1)(y+1)(z+1)>8. Dokazati.

Opstinsko takmicenje 2010.

VIl razred

714. Cifra sa najve¢om mjesnom vrijedno$c¢u u petocifrenom broju je 7. Ako se
ta cifra izostavi, preostali broj je 17 puta manji od datog broja. Koji je to broj?

715. Odrediti sve cijele brojeve n za koje vazi % < 1_?” < % .
716. Dat je pravougli trougao sa pravim uglom kod tjemena C i ostrim uglom
=520, Izratunati ugao izmedu visine koja odgovara hipotenuzi i tezisne duzi koja

odgovara hipotenuzi.

717. U pravougaoniku ABCD simetrala ugla kod tjemena A sjece stranicu CD u
tacki M, pri éemu je CM=15 cm. Obim pravougaonika je 70 cm. Kolika je njegova
povrsina?
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718. Brat i sestra imali su isti broj jabuka. Brat je dao sestri paran broj jabuka,
poslije ¢ega je sestra imala 12 jabuka vise od brata. Koliko je najmanje jabuka na
pocetku mogao imati svako od njih.

VIl razred

719. U jednacini 5x2=3k odrediti sve cjelobrojne vrijednosti promjenljive x, ako
k € N i k<100.

720. Koliko ima prirodnih brojeva manjih od 3000 ¢&iji je proizvod cifara 210?
721. Nad stranicama jednakostrani¢nog trougla ABC stranice a konstruisani su sa

spoljasnje strane kvadrati.Tjemena, koja ne sadrze tacke A, B i C, odreduju Sesto-
ugao. Izracunati obim i povrsinu tog Sestougla.

722. U trouglu ABC je «ABC=15° <ACB=30°. Prava koja sadrzi tjeme A i
normalna je na stranicu AB sijece stranicu BC u tacki D. Dokazati da je BD=2-AC.
723. U trapezu ABCD dijagonala AC je normalna na krak BC i polovi «BAD.
IzraCunati povrSinu trapeza, ako je «%ABC=60° i ako je obim trapeza 2 cm.

IX razred

724. Dvije kruznice razli¢itih polupecnika dodiruju se izvana u tacki A. Tangenta

na obje kruznice, koja ne prolazi takom A, dodiruje date kruznice u tackama B i
C. Odrediti veli¢inu ugla BAC.

725. Dat je trougao ABC stranica a=15 cm, b=13 cm i c=14 cm i visine CD. Ako
tacka E polovi stranicu AB, izraGunati duzinu duzi DE.

V225 /2,25
V0,225 /2,25’
727. Odrediti brojeve x i y za koje vazi: x*+y*+4x—16y+68=0.
728. Dokazati da je izmedu 100 proizvoljnih cijelih brojeva uvijek moguce izab-
rati 15 takvih da je razlika bilo koja dva od njih deljiva sa 7.

726. Izracunati, bez upotrebe kalkulatora (digitrona):

Regionalno takmicenje 2010.

VIl razred

729. Odrediti najmanji ¢etverocifreni broj djeljiv sa 9 i ¢iji je proizvod cifara 180.

730. Zbir dva spolja$nja ugla trougla ABC je 270°. Dokazati da je trougao ABC

pravougli.

731. Odrediti uredene parove (x,y) prirodnih brojeva x i y tako da vazi jednakost
X+ = 2010,

732. Za 4 dana prodato je zito iz magacina. Prvog dana prodato je jedna trecina
zita, drugog dana jedna Cetvrtina ostatka, treceg dana 5 puta vise nego Cetvrtog, a
Cetvrtog dana 90 tona manje nego prvog dana. Koliko je tona zita prodato za sva
Cetiri dana?
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VIII razred

733. Ako za realne brojeve q, b, ¢, d vazi a?+d*~2(ab+bc+cd—b’>—c?)=0, dokazati
da je a=b=c=d.

734. Dat je proizvoljan ¢etverougao ABCD. Neka su M, N, P, Q, R, S redom sre-
dista duzi AB, BC, CD, DA, AC, BD. Dokazati da se prave MP, NQ, RS sijeku u
jednoj tacki.

735. Dijagonale trapeza duzine 5 cm su medusobno su normalne. Izraunati povr-
§inu tog trapeza.

736. Dokazati da je izraz z°-5z°+4z djeljiv sa 120, za svaki cijeli broj z.

IX razred

737. Dokazati da u grupi od 6 ucenika postoje bar 3 od kojih svaki poznaje pre-
ostala 2, ili postoje 3 od kojih svaki ne poznaje nijednog od preostala dva ucenika.

738. Duzine stranica pravouglog trougla su cijeli brojevi. Mogu li duZine obje ka-
tete biti neparni brojevi? Odgovor obrazloziti.

739. Ucenik je potrosio izvjesnu sumu novca pri kupovini tasne, knjige i olovke.

Ako bi tagna bila 5 puta jeftinija, olovka 2 puta jeftinija, a knjiga 2,5 puta jeftinija
nego §to je stvarna cijena, tada bi ucenik potroSio 160 KM. Ako bi tasna bila
jeftinija 2 puta, olovka 4 puta, a knjiga 3 puta, tada bi za takvu kupovinu ucenik
platio 240 KM. Koliko je ukupno novca uéenik potrosio?

740. Pravougli trougao ima katete duzina 60 cm i 80 cm. Neka su M i N sredista
ovih kateta. KruZnica pre¢nika MN sije¢e hipotenuzu u takama P i Q. IzraGunati
duzinu duzi PQ.

Republi¢ko takmicenje 2010.

VIl razred

741. Kvadrat obima 2012 cm podijeljen je pravom na dva pravougaonika ¢iji se
obimi razlikuju za 594 ¢cm. Za koliko se razlikuju $irine tih pravougaonika?

742. Proizvod dvije hiljade jedanaest cijelih brojeva je 12. Izraunati koliko taj
proizvod sadrzi:

a) najmanje parnih cijelih brojeva; b) najvise parnih cijelih brojeva;
c) najmanje negativnih cijelih brojeva; d) najvise negativnih cijelih brojeva.
743. Odrediti ured ene parove (p,q) prostih brojeva p i q tako da je 2p +3g=200.

744. Dat je nejednakokraki ostrougli trougao ABC. Nad stranicama AB, BC, CA
kao nad osnovicama konstruisani su spolja jednakostrani¢ni trouglovi ABM, BCN
i CAP. Dokazati da je AN=BP=CM.

745. Unutar trougla ABC odrediti tacku M tako da proizvod rastojanja te tatke od
stranica trougla ima najvecu vrijednost.
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VIl razred

746. Dokazati da za svaki pravougli trougao vazi jednakost % + % = % , gdje su
a, b duzine kateta, a h duzina hipotenuzine visine.

747. Dat je trougao ABC &ija je stranica AB=6 cm, ugao a=60°, a ugao p=75°.
IzraCunati povrSinu ovog trougla.

748. Moze li izraz a®(c—b)+b*(a—c)+c*(b—a) biti jednak nuli, ako za realne brojeve
a, b, ¢ vazi azb#c? Odgovor obrazloziti.

749. Dat je trougao ABC, ¢ije su duzine stranica AB=8 cm, BC=16 cm i AC=10 cm.
Na stranici AB odabrana je tatka M tako da normala iz tatke M na simetralu ugla
BAC sijece stranicu AC u tacki N, a normala iz tacke M na simetralu ugla ABC sijece
stranicu BC u tacki P, pri ¢emu je CP=2-CN. U kojem omjeru tacka M dijeli stranicu
AB?

750. Dokazati da se svaki prost broj p>2 moze na jedinstven naéin predstaviti kao
razlika kvadrata dva prirodna broja

IX razred

- - b+ + +b 1 1 1 .
751. Dokazati nejednakost €y a4 a <-+-+-,akosuabic
a?+bc = b%+ca = c%+ab a b ¢

pozitivni realni brojevi.
752. Ako za realni broj x>1 vazi x — = = yx + —, koliko je x + 27
x Vx x

3200941 3201044
32010 41 = 3201147
754. Kroz srediste P hipotenuze AB pravouglog trougla ABC nacrtana je normala
na hipotenuzu koja katetu BC sije¢e u taki M, a produzetak katete AC u tacki N.
Izraziti duzine stranica g, b i ¢ trougla ABC pomoc¢u duzina duzi m=PM i n=PN.

755. Odrediti sve brojeve oblika 31a i 62bl tako da njihov proizvod bude djeljiv
sa 15.

Opstinsko takmic¢enje 2011.

VII razred

756. Napisati sve ¢etverocifrene brojeve djeljive i sa 4 i sa 9, koji pri dijeljenju sa
10 imaju ostatak 4, a cifra hiljada je tri puta veca od cifre stotica.

753. Nekaje A = Sta je veée: Aili B?

757. Odrediti sve pravougaonike Cije su duzine stranica prirodni brojevi, a kojima
je mjerni broj povrsine jednak mjernom broju obima.

758. Jedan radnik zavrs$i posao za 15 dana, a drugi radnik isti posao zavrsi za 18
dana. Ako se prvom i drugom radniku pridruzi treé¢i radnik, sva trojica zajedno
zavrSice taj posao za 7,5 dana. Za koliko dana bi tre¢i radnik sam zavr$io ovaj
posao?
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759. U jednakokrakom trouglu ABC s osnovicom AB i o$trim uglom ACB, visina
iz tiemena B sije¢e krak AC u tacki E. Neka je D tacka na pravoj AB takva da je
trougao BED jednakokraki s osnovicom DB. Koliki je ugao izmedu DE i BC?

VIII razred

760. Izracunati obim mnogougla na slici ako je AE=13cm, BC=7 cm, ED=8 cm,

CD=6 cm, <EAB=4ABC=<CDE=90°.
E

o]

A B

761. Odrediti jednakost koja povezuje brojeve a, b i c ako je a=m2+n?% b=2mn i
c=m?-n?
762. Odrediti omjer povrsina pravilnog Sestougla ABCDEF i ¢etverougla MNPQ,
naslici, ako su M, N, Pi Q sredi$ta stranica AB, DE, EF i FA.

F p E

Q N

B C

763. Sta je vede 2210 jlj 5817

IX razred

764. Odnos povrsina strana datog kvadra je 2 : 3 : 5. Izraunati odnos duzina ivica
tog kvadra.

765. Bocna strana pravilne trostrane piramide je jednakokraki trougao sa uglom
od 30° pri vrhu. DuZina bone ivice piramide je 8 cm. IzraGunati povriinu
piramide.

766. Izracunati razliku izraza 124+2%2+32+...+2010? i 1-3+2-4+3-5+...+2009-2011.
767. Ako je od dva uzastopna prirodna broja veéi broj kvadrat prirodnog broja,
tada je proizvod ta dva uzastopna prirodna broja djeljiv sa 12. Dokazati.
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Regionalno takmiéenje 2011.
VII razred

768. Proizvod dva dvocifrena broja u dekadnom sistemu je zapisan samo pomocu
cetvorki. Odrediti ¢inioce tog proizvoda.

769. Simetrale uglova BAC i ABC trougla ABC sijeku se pod uglom od 124°,
Odrediti mjeru ugla ACB.

770. U jednoj korpi ima 5,75 kg jabuka viSe nego u drugoj korpi. Koliko kilo-
grama jabuka treba uzeti iz prve korpe da bi u njoj ostalo 2,25 kg manje nego u
drugoj korpi?

771. Na duZi AD data je tacka B, takva da su trouglovi
ABC i DEB pravougli, a trougao CBE je jednakokraki
pravougli, slika. Dokazati da su trouglovi ABC i DEB
podudarni.

c

772. U skoli ima 800 ucenika. Dokazati da bar tri
uéenika imaju rodendan istog datuma.

VIl razred
773. Akoje 2 + 2 =22 =2 odrediti razlomke 2 2.
b c 10 ¢ 2 b ¢

774. Odrediti vrijednost izraza [(V5 —5)° — (V5 +5).

775. U pravouglom trouglu ABC duzine kateta AC i BC su redom 30 cm i 40 cm.
Ako je C1 srediste hipotenuze, a C> podnozje hipotenuzine visine, izracunati duZi-
nu duzi C1Co.

776. Duzine stranica AB i BC pravougaonika ABCD su redom 5 cm i 3 cm. Presjek
prave, koja sadrzi tjemena B i C, i simetrale ugla BAD je tacka M, a presjek prave,
koja sadrzi tjemena A i D, i simetrale ugla BCD je tacka N. Izraunati povr$inu
cetverougla ANCM.

777. Odrediti najmanji prirodan broj je djeljiv sa 15, ¢ija je svaka cifra 0 ili 4.

IX razred

778. Odrediti sve vrijednosti parametra m tako da je zbir razlomaka mly S

m+4 m-7
jednak njihovom proizvodu.

779. U jednakostrani¢ni trougao ABC upisan je krug K. Zatim su upisana tri kruga

tako da svaki od njih dodiruje dvije stranice i upisani krug K. Odrediti omjer povr-

Sina kruga K'i zbira povrSina ta tri upisana kruga.

780. Neka su a, b i ¢ pozitivni realni brojevi. Dokazati nejednakost
(a+b)(b+c)(c+a)>8abc.
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781. Kocka ivice duzine a presje€ena je ravni na dva kvadra. Odrediti omjer za-
premina tih kvadara ako je omjer njihovih povrsina 2 : 3.

782. Odrediti uredene parove (p, q) prostih brojeva p i q tako da je 2p+3g=201.
Republi¢ko takmicenje 2011.

VIl razred

783. Zbir prirodnih brojeva a, b i c je 10. Odrediti najmanju i najvecu vrijednost

izraza 2010-a+2011-b+2012-c. Za koje vrijednosti a, b i ¢ se dobija najmanja, od-
nosno najveca vrijednost izraza?

784. Odrediti sve proste brojeve p tako da su p+10 i p+14 takode prosti brojevi.
Odgovor obrazloziti.

785. Jednakokraki trougao ABC sa osnovicom AB ima krak 3 puta duzi od osno-
vice. Ako je D srediSte osnovice, a tacka E srediSte kraka AC, onda je obim &et-
verougla CEDB za 42 cm ve¢i od obima trougla EAD. IzraCunati obim trougla ABC.

786. Neka tacke M, K pripadaju, redom, stranicama BC, AC trougla ABC. Da li duzi
AM i BK mogu da se sijeku tako da tacka presjeka polovi ove duzi? Odgo-vor
obrazloziti.

787. Prva Cetiri ¢lananizasu 1, 9, 9, 7. Svaki sljedeci ¢lan je poslednja cifra zbira
prethodna Cetiri ¢lana niza. Dakle imamo niz 1,9,9,7, 6, 1, 3, ---. Da li je na 2011.
mjestu parna ili neparna cifra ? (Odgovor obrazloziti!)

VI razred
788. Neka su xq, x5, X3, , X, ***, X2011, (Xix1 > Xx;) uzastopni cijeli brojevi i
nekaje —X1 + Xy — X3 + Xg — + X2010 — X2011 = 2012. Odred|t| bI‘Oj X2011-

789. Dvije kruznice dodiruju se iznutra u ta¢ki A. Neka su AB i CD medusobno
okomita dva pre¢nika vece kruznice. Odrediti pre¢nike ovih kruznica ako je BF=5,

&%

790. Odrediti vrijednost izraza 1 — % ako je 2x%+2y?=5xy; 0<x<y.
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791. U trapezu ABCD dijagonala AC je normalna na krak BC i polovi < BAD.
IzraGunati povr§inu trapeza, ako je «ABC=60° i ako je obim trapeza 2 m.

792. Odrediti vrijednost izraza P(x,y)=x*1+2011-y, ako je x? +y*+2xy—6y+10=0.
IX razred

793. Za pozitivne racionalne brojeve a, b, ¢ vazi % + % = % Dokazati da je broj

va? + b2 + ¢2 racionalan.

794. Konveksni m-to ugao ima 2011 dijagonala vise od konveksnog n-to ugla.
Odrediti mnogouglove sa navedenim svojstvom

795. Neka je u trouglu ABC: <« A=a=60°, S srediste stranice BC, BB, i CC; visine iz
tiemena B, odnosno C. Dokazati da je trougao SC1B; jednakostrani¢an.

796. Za stranice a, b i c trougla ABC vazi jednakost a2=b(b+c). Odrediti omjer
uglova o i B.

797. Ravan koja je paralelna osnovi kupe dijeli njen omotac na dva dijela jednakih
povrsina. U kom omjeru dijeli visinu kupe?

Opstinsko takmicenje 2012.
VI razred
798. Ako je a*+b?>-12a+2b+37=0, izradunati b?°?+2102-a.

a’+

b? . a+b
——akoje—— =2 —2.

800. Hipotenuzina visina u pravouglom trouglu dijeli hipotenuzu na dva dijela od
16 cm i 9 cm. IzraCunati obim i povr$inu tog trougla.

801. Neka su P i R tacke stranica AB i CD paralelograma ABCD i neka se duzi PC
i BR sijeku u tacki Q, a AR i DP u tacki S. Dokazati da je povrSina Eetverougla
PQRS jednaka zbiru povrsina trouglova ASD i BCQ.

802. Brojevi 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 su podijeljeni u tri grupe. Dokazati da bar u
jednoj od tih grupa proizvod brojeva nije manji od 72.

IX razred

799. Izracunati vrijednost izraza

20112
4023’

2 2 2 2 2 2 2
803. Akojea =4l 4y g2, B 2 2,
1 3 5 4023 3 5 7

izraCunati vrijednost izraza a—b.

804. Prava koja sadrzi tjeme A trougla ABC sijee stranicu BC u ta¢ki D, tako da
. BD _ 2011

= o Tezi$na duz CE sijece pravu AD u tacki F. Odrediti omjer duzi CF

i FE.

805. Dva kruga se sijeku tako da je Sest sedmina veceg kruga van presjeka, a tri
Cetvrtine manjeg kruga van presjeka. Ako je poluprecnik veceg kruga 7 cm izra-
Cunati povrSinu manjeg kruga.
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806. Na koliko nacina se sedam nov¢anica od 1, 2, 5, 10, 20 i 50 KM mogu ras-
porediti u lijevi i desni dzep?

a?+b?
bZ+c?

807. Ako je% = %, tada je = % Dokazati.

Opstinsko takmicenje 2012. (ponovljeno)
VIl razred

808. Neka je ABCD proizvoljan Eetverougao povrsine 3. Na stranici AB date su
tatke M i N, takve da je AM=MN=NB, a na stranici CD tacke P i Q, takve da je
CP=PQ=QD. Dokazati da cetverougao MNPQ ima povrsinu jednaku 1.

809. Dokazatii da je 4°+6'°+3?° kvadrat prirodnog broja.

810. Duzine stranica trougla su tri uzastopna prirodna broja, ne manja od 3. Do-
kazati da visina trougla na srednju po veli¢ini stranicu dijeli tu stranicu na dijelo-
ve Cija je razlika 4.

811. Izradunati vrijednost izraza [3x—2fx—2)—2x(x—2)—/2, za x=3-+2.
812. Dokazati da je broj 722 — 1 deljiv sa 10.

IX razred

813. Dokazati da je broj 8202 — 62! djeljiv sa 10.

814. Odrediti vrijednost izraza a(a + 2)+c(c-2)-2ac, ako je a-c=7.

815. Kvadrat je podijeljen na pet dijelova jednakih povrSina i to Cetiri kvadrata i
jedan mnogougao u obliku slova L, slika. Kolika je duZina najkrace stranice datog
mnogougla, ako je povrsina velikog kvadrata 125 cm? .

816. U kvadratu stranice 1 cm nalazi se devet tacaka. Dokazati da postoje tri tacke
koje su sadrzane u krugu poluprec¢nika 0,4 cm.

817. Zbir osnovne ivice i visine pravilne Sestostrane prizme je 10 cm. Odrediti
povr$inu i zapreminu te prizme, ako je duza dijagonala prizme najmanja moguca.

Republi¢ko takmicenje 2012.
VIII razred

818. U trouglu ABC mjerni brojevi duzina stranica su prirodni brojevi, a najkraca
stranica je 2 cm. Izragunati povrsinu trougla ABC, ako je hc =ha+h,.
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819. Centar upisane kruznice u jednakokrakom trouglu ABC dijeli duzinu visine
iz tatke C na 5 cm i 3 cm, raéunajuéi od tjemena C. Odrediti duzine stranica tro-
ugla ABC.

820. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje je n®+3 djeljiv sa n+3.

821. Dat je pravilan Sestougao ABCDEF ¢ija je duzina stranice 1 cm. Ako se prave
AB i CD sijeku u tacki K, odrediti duzinu duzi EK.

822. Odrediti uredene parove (p,q) prostih brojeva za koje su p?+q i p+q? takode
prosti brojevi.

IX razred

823. Data je pravilna n-tostrana piramida visine H. Odrediti rastojanje od vrha

piramide, na kome treba postaviti paralelni presjek, koji dijeli piramidu na dva
dijela jednakih zapremina.

824. Ako za stranice trougla ABC vazi jednakost a = b—;c dokazati da je a najma-

nja stranica tog trougla.

825. Akoje ——=—2_=—~2_=
y+z+t Z+t+x t+x+y x+y+z
x+y y+z z+t t+x

+
z+t t+x x+y z+t

, izraCunati vrijednost izraza

826. Dokazati nejednakost =+ =+ < >2 4242 gdje su a, b, ¢ pozitivni
i o . bc ca ab a b c
realni brojevi. Kada vaZi jednakost?

827. U ravni su date 3 horizontalne i 7 vertikalnih pravih. Njihove presjecne tacke
su obojena plavom ili crvenom bojom. Dokazati da postoje Cetiri tacke iste boje
koja su tjemena pravougaonika.

Opstinsko takmicenje 2013.
VI razred
828. Tri utorka u mjesecu su sa parnim datumima. Kog dana je 21. dan u mjesecu?

829. Cetverougao ABCD na slici je kvadrat povriine 8 cm?, a trouglovi BCE i CDF
su jednakostranicni. Kolika je duzina duzi EF?

F
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830. Odrediti nepoznatu cifru jedinica broja 401512 a, tako da ostaci dijeljenja
ovog broja sa 3 i 5 budu jednaki.

831. Na slici u paralelogramu, prikazana su dva podudarna Sestougla. Koji dio
paralelograma je Srafiran?

832. Na kraku BC jednakokrakog trougla ABC sa osnovicom AB, data je tatka D
tako da je xADC=120°, «CAD=50°. Odrediti «DAB.

IX razred
833. Koji dio kvadrata na slici je srafiran?

834. Razlomak o predstaviti kao razliku dvaju pravih razlomaka ¢&iji su imeni-

oci 71i13.
835. Jednakostrani¢an trougao na slici ima povrsinu 36 cm?. Kolika je povrsina
trougla ABC?

836. Tetiva AB je tangenta manjeg kruga. Kolika je povrsina osjenéenog prstena
ako je AB=16 cm?

2cm 4 cm
5
(V]
5 el
< JAVAvL"
Zad. 833. Zad. 835. Zad. 836.

837. Za svaki svoj rodendan, RuZica je dobijala onoliko ruza koliko je godina
punila. Ona susi i ¢uva sve ruze i sada ih ima 120. Koji je zadnji rodendan
proslavila Ruzica?
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Regionalno takmicenje 2013.

VIII razred

838. Rijesiti jednacinu u skupu cijelih brojeva: xy + x—3y —6=0.

839. Ako su sestocifrenom broju prva i ¢etvrta cifra jednake, redom, drugoj i pe-
toj, odnosno trecoj i Sestoj cifri, dokazati da je taj broj djeljivsa 7, 11 13.

840. Ucenik je u toku 19 dana rijeSio 73 zadatka. Svakog od prvih 11 dana ri-
jesio je po n zadataka, a svakog od preostalih dana po m zadataka. Po koliko zada-
taka je ucenik rijeSavao u prvih 11 dana, a po koliko u posljednih 8 dana?

841. Odrediti povrsinu trapeze ABCD ako je AB=11 cm, BC=5 cm, CD=7 cm i
AD=3 cm.

842. U kvadratnoj mreZi smje$tena su dva trougla ABC i MNL kao na slici.
Odrediti omjer povrsina tih trouglova.

A

IX razred
843. Ako je 9x2 + 4y? — 12xy — 16a? = 12 i 3x — 2y + 4a = 4, koliko je
3x — 2y?
. . T .11 1
844. Naci sva cjelobrojna rjesenja jednaCine — + — = >
Xy
845. Odrediti sve Cetverocifrene brojeve abba djeljive sa 45.

846. Na hipotenuzi AB pravouglog trougla ABC date su tacke M i N tako da je
AC=AN, BC=BM. Dokazati da je «MCN=45°,

847. U trouglu ABC uglovi pri tiemenima B i € su 40°. Stranica AB je produZena
preko tiemena B do tacke D tako da je AD=BC. Odrediti uglove trougla ADC.

Republi¢ko takmicenje 2013.
VIII razred
848. Za svaki realni broj x vazi nejednakost 3(1+x?+x*)* >(1+x+x?)?. Dokazati.

849. Poznato je da je broj n jednak zbiru kvadrata tri prirodna broja. Dokazati
da je i broj n? takode zbir kvadrata tri prirodna broja.
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850. Na hipotenuzi AB pravouglog trougla ABC izabrana je tacka K takva da je
CK=CB, Pri tome duz AB polovi simetralu AL ugla «BAC. Odrediti uglove AABC.

851. U ravni je dato 100 tacaka od kojih nikoje tri ne leze na istoj pravoj. Doka-
zati da postoje manje od 10000 jednakokrakih trouglova sa tjemenima u tim tac-
kama.

852. Broj a ima 2013 razli¢itih djelilaca. Da li on moze biti potpun kub?

IX razred

853. Naci sva cjelobrojna rjesenja jednacine 3xy+2y=7.

854. U trougao ABC sa pravim uglom u tjemenu C upisna je kruznica koja dodi-
ruje stranice BC, CA i AB, redom, u tatkama K, M i N. Neka normala kroz tacku K
na duz MN sijece katetu AC u tacki P. Dokazati da je CK=AP.

855. Neka vazi { a, b, ¢, d }={2011, 2013, 2015, 2017}. Odrediti maksimalnu i
minimalnu vrijednost izraza ab+bc+cd+da.

856. Odrediti uglove pravouglog trougla u kome prava koja spaja centre opisane
i upisane kruznice sijece hipotenuzu pod uglom od 45°.

857. Na fudbalskom turniru na kome je uc¢estvovalo pet ekipa, svaka od ekipa
odigrala je medusobno po jednu utakmicu. Na kraju turnira Getiri ekipe su redom
osvojile 1, 2, 5 8 bodova. Koliko je bodova osvojila peta ekipa? (Svaka ekipa za
pobjedu dobija 3 boda, a za nerijeSen rezultat 1 bod i za poraz 0 bodova.)
Opstinsko takmicenje 2014.

VIII razred

858. Duzina vece osnovice jednakokrakog trapeza je 44 cm, a kraka 17 cm i di-
jagonale 39 cm. Izra¢unaj povrsinu trapeze.

859. Postoje li uzastopni prirodni brojevi a, b, i c takvi da je 1 + 1 + 1 = 53 ?
a b ¢ 60
860. U unutrasnjosti pravougaonika ABCD data je tacka P. Ako je PA=7 cm, PB=2
cm i PC=6 cm, kolika je udaljenost PD?
n3-n2+3

861. Izracunati sve cjelobrojne vrijednosti izraza ,MEZ.

862. Na jednom ostrvu % svih muskaraca je ozenjeno, a % svih Zena je udano.
Koji dio stanovnistva nije u braku?

IX razred

863. Odrediti zapreminu kvadra ¢ija su rastojanja od tacke presjeka dijagonala do
ivica kvadra jednaka 7 cm, 8 cm i 9 cm.

864. Ako je x realan broj, razli¢it od nule, takav da je x + i = 3, izraCunati

44 1
x +x4.
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865. Prosjek uspjeha ucenika u jednom razredu, koji ima 35 uéenika, iznosi 2,8.
Ako izostavimo jednog ucenika, tada je prosjek 2,78. Koliki je uspjeh izostav-
ljenog ucenika?

866. Koliki ugao zatvaraju mala i velika kazaljka na satu u 5 sati i 12 minuta?
867. U skupu cijelih brojeva rijesiti jednacinu xy +y—3x=8.

Regionalno takmicenje 2014.

VI razred

868. U pravougli trougao ABC upisan je kvadrat, tako da mu dvije stranice leZe
na katetama, a Cetvrto tjeme pripada hipotenuzi. Koji dio povrsine trougla, u
procentima zauzima kvadrat, ako je jedna kateta 50% duza od druge katete?
869.0dredi x, y i z ako je: = = 2 + ——.
19 X+—7
Ytz
870. Neka je ABCD proizvoljan Eetverougao povrsine 3. Na stranici AB date su
tatke M i N takve da je AM=MN=NB, a na stranici CD tacke P i Q takve da je

CP=PQ=QD. Dokazati da Cetverougao ima povrsinu 1.

871. Neki trocifreni broj se poveca za 45, ako cifre jedinica i desetica zamjene
mjesta. Isti broj se smanji za 270, ako cifre stotica i desetica zamijene mjesta. Sta
¢e se desiti s tim brojem ako cifre stotica i jedinica zamijene mjesta?

872. Marko je otvorio vodu nad kadom, ali je zaboravio kadu zacepiti. Marko se
¢epa sjetio poslije 48 minuta. Da li je Marko presuo kadu ako se zna da se prazna
kada napuni za 20 minuta, kad je zacepljena, a puna isprazni za 30 minuta.

IX razred

873.0drediti trocifreni broj za koji je koli¢nik tog broja i zbira njegovih cifara
namjanji moguc.

874. Poluprec¢nik baze (osnove) pravog valjka povecéan je 200%, a visina valjka

je smanjena za p%. Ako se zapremina tog valjka povecala za p%, odrediti da li se
povrsina omotac¢a povecala ili smanjila i za koliko procenata.

875. Brojevi 12 i 60 imaju osobinu da im je proizvod jednak desetostrukom zbiru.
Takvih parova prirodnih brojeva ima jos. Odredi sve te parove brojeva.

876. U trouglu ABC dato je a=20, b=15 i a—B=90°. Kolika je duZina stranice
c=AB?

877. Koliki je zbir svih Cetverocifrenih brojeva, sa razli¢itim ciframa, koji se mo-
gu napisati pomocu cifara 1, 2, 3, 4 ili 57

Republi¢ko takmicenje 2014.

VIl razred

878. Odrediti sve parove prirodnih brojeva x i y za koje vazi xy+X+y=2014.
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879. a) Da li se prirodni brojevi od 1 do 16 mogu ispisati po kruznici tako da zbir
svaka dva susjedna broja bude kvadrat nekog prirodnog broja?

b) Da li se prirodni brojevi od 1 do 16 mogu ispisati u vrstu tako da zbir
svaka dva susjedna broja bude kvadrat nekog prirodnog broja?

880. Dat je AABC kod koga je unutrasnji ugao kod tjemena B dva puta vec¢i od
unutrasnjeg ugla kod tjemena A. Ako teziSna duz iz tjemena C sijee simetralu
unutra$njeg ugla kod tjemena B pod pravim uglom i ako je BC=3, odrediti obim
AABC.
881. Ako su a, b, ¢ duzine stranica trougla, dokazati da je

(b? + c? — a?)? < 4b%c?
882. Dokazati da je broj 2013°°* — 2013 dijeljiv sa 66.
IX razred
883. Neka su K'i L, redom, sredine stranica CD i AD kvadrata ABCD, a S presjec¢-
na tacka duzi BK i CL. Dokazati da je AASB jednakokrak.
884. Odrediti sve trocifrene prirodne brojeve koji su 15 puta veci od zbira njego-
vih cifara.
885. Odrediti vrijednost izraza a®+a’h®+b®, ako realni brojevi a, b, ¢
zadovolja-vaju jednakosti a® +ab+b?=4 i a*+a’b®+b*=8.
886. Tri jednaka traktora obraduju dva polja razli¢itih povrSina. Ako sva tri trak-
tora najprije preoru prvo polje, a zatim dva od njih preoru i drugo, posao ukupno
traje 12 casova. Ako sva tri traktora zavrSe polovinu ukupnog posla, a drugu polo-

vinu obavi jedan traktor, ukupno je potrebno 20 ¢asova. Za koliko ¢asova mogu
dva traktora preorati prvo polje?

887. Duzine stranica trougla su tri uzastopna prirodna broja, ne manja od 3. Do-
kazati da visina trougla konstruisana na srednju po veli¢ini stranicu dijeli tu Stra-
nicu na dijelove ¢ija je razlika 4.

Opstinsko takmicenje 2015.
VI razred
888. Rijesiti jednacinu: Va? —4x + 1 —Vx% + 12x + 9 = —1.

889. Dato je 2015 proizvoljnih prirodnih brojeva. Dokazati da se medu njima mo-
gu izabrati dva broja &ija je razlika djeljiva sa 2014.

890. Izracunati uglove i obim jednakokrakog trapeza ako je krak 6 cm, dijagonala
dijeli srednju liniju na odsje¢ke 4 cm i 7 cm i kra¢a osnovica je dva puta duza od
jednog odsjecka srednje linije.
891. Ako je x? + y?+ 2x — 6y +10 = 0, izratunaj vrijednost izraza

X205 4 ( — 2)2015,
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892. Majka je rodila kéerku sa 26 godina. Sa koliko je godina rodila sina ako on
danas ima 8 godina, a svi zajedno danas imaju 60 godina?

IX razred
893. Rijesiti nejednacinu: V4x® —4x+1<3—x

894. Kojom se cifrom zavr$ava broj: A =1+2+22+ 2%+, +2%014 4 220159

895. U kocki sira ivice 13 dm nalazi se 2015 crva. Da li se od date kocke sira mo-
7e isjeci kocka sira ivice 1 dm u kojoj nema nijednog crva ? Crv je kra¢i od 1 cm.

896. Kroz tjeme A paralelograma ABCD konstruisana je prava p koja dijagonalu

BD sijece u tacki E, pravu CD u tacki K, a stranicu BC u tacki F. Dokazati da je
AE =+ EF - EK , (AE, EFi EK su duzine tih duZi).

897. Da li postoje prirodni brojevi p i q takvi da je p? — g2 = 330?

Regionalno takmicenje 2015.

VIII razred

898. Od 100 izabranih brojeva postoje bar 2 broja ¢ija je razlika djeljivaisa 9 i
sa 11. Dokazati.

899. Visina jednakokrakog trapeza jednaka je h, a njegova povrsina iznosi h?. Pod

kojim uglom se sijeku dijagonale tog trapeza?

900. Dokazati da je broj 2012 - 2013 - 2014 - 2015 + 1, potpun kvadrat, ne racu-

najuci njegovu vrijednost.

901. Zaniz brojeva ai, az, as, ... , an-1, a» kazemo da je aritmeticki niz ako je ra-

zlika svaka dva uzastopna ¢lana uvijek isti broj d, tj.
an=ap1t+d=..=ai+(n-1)d.

Oznafimo sa S, = a1 +az+ as+ ... + ana1 + a, (zbir prvih n ¢lanova tog niza).
a) Dokazati da je S, = g(al +a,)= g(Za1 +(n-1)d).

b) Koriste¢i a) izracunati vrijednost izraza:

20152 - 20142 + 20132 - 20122 + ... + 52 - 42+ 32 - 22 + 1,
902. Poslije snizenja od 20% za iznos od 24 KM moze se kupiti 1 metar platna
vise nego Sto se moglo kupiti za 26 KM. Kolika je bila cijena tog platna prije sni-
Zenja, a kolika poslije snizenja?
IX razred
903. Prava koja sadrzi tjeme A trougla ABC sijece stranicu BC u tacki M, tako da

je BM: CM = 2014 : 2015. Tezi$na duz CC; sijece pravu AM u tacki S. Odrediti
odnos duzi CS i SCi.

904. Da li se kocka ivice 13 cm moze isjeci na 2015 manjih kocki ¢ije su ivice
1 cm, 2 cm ili 3 cm (tako da u toj podjeli ima svih tih kocki)?



82
Boris Cekrlija
Matematic¢ka takmicenja u¢enika osnovnih $kola Republike Srpske 1995-2019.

905. U konveksnom &etverouglu ABCD tacke M i N su sredine suprotnih stranica
AB i CD, redom. Neka se duzi MD i AN sijeku u tacki P, a duzi MC i BN u tacki Q.
Dokazati da je povrSina cetverougla MQNP jednaka zbiru povrsina trouglova APD
i BCQ.

906. Dekadni zapis prirodnog broja sadrzi 2015 jedinica i 2015 dvojki, ostale
cifre su nule. Dokazati da dati broj nije kvadrat prirodnog broja.

907. U Kutiiji se nalazi 2013 crvenih, 2014 plavih i 2015 bijelih kuglica. Koliko
najmanje kuglica se mora uzeti iz kutije (bez gledanja) da bi medu njima bilo si-
gurno tri kuglice: a) iste boje; b) razli¢itih boja.

Republi¢ko takmicenje 2015.

VIII razred

908. Dvadeset ucenika radilo je test. Kada je test pregledan, ispostavilo se da ni-
koja dva ucenika nisu imala jednak broj ta¢nih odgovora na postavljena pitanja i
da je svako pitanje odgovoreno od strane najviSe tri u¢enika. Dokazati da je na
ovom testu bilo vise od 63 pitanja.

909. Prirodni brojevi od 1 do 30 000, ispisani su redom jedan za drugim, tako da
je dobijen broj 123456789101112...30000. Koliko se puta cifre 2, 0, 1, 5 (sa tim
redoslijedom), pojavljuju kao uzastopne u tom broju?

910. U trouglu ABC simetrala ugla ABC sije¢e simetralu ugla BCA u ta¢ki D. Pra-
va BD, sije¢e po drugi put krug opisan oko trougla ABC u tacki E. Dokazati da je
tacka E centar opisanog kruga trougla ACD.

911. Nadi sve proste brojeve p i q (p<q), takvo da vazi
p(2q+1) +q2p+1) = 2(0* +¢?)
912. Neka su a, b i c realni brojevi razli¢iti od nule tako da vazi :

1 1 1
S=a+-=b+—-=c+-
a c a
Dokazati da je S = —abc.
IX razred

913. Na svakom kilometru puta od mjesta A do mjesta B, postavljen je stub sa
tablom. Na jednoj strani table piSe udaljenost od mjesta A, a sa druge strane uda-
ljenost do mjesta B (udaljenost je izraZena cijelim brojem kilometara). Zbir cifara
na svakom stubu je 13. Kolika je razdaljina izmedu mjesta A i B?

914. Naci sve parove prirodnih brojeva m i n, tako da je:
m?+1)(n?+1)+45=22m+ 1)(3n+1).

915. U trouglu ABC simetrale uglova A i B sijeku krug opisan oko tog trougla u
tatkama D i E, redom. Neka je ADNBE={I}, DENBC={P} i DENAC={M}.

Dokazati da je ¢etverougao IPCM romb.
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916. Neka su AB i BC susjedne stranice pravilnog devetougla, tacka L srediste lu-
ka BC, a tacka M srediste duzi AB, tacka N sredi$te duzi OL, gdje je O centar opi-
sanog kruga oko tog trougla. Dokazati da je «OMN=30°.

917. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi. Dokazati nejednakost:

ab + bc 4 ca < 3
ab+cla+b+c) bc+a(a+b+c) ca+b(a+b+c) — 2

Opstinsko takmicenje 2016.
VIl razred

918. Odrediti sve ¢etverocifrene brojeve manje od 3000 takve da im je proizvod
cifara 105.

919. U jednom odjeljenju sa 32 ucenika samo Petar je na pismenoj provjeri napra-
vio 10 greSaka, a svi ostali u¢enici manje od njega. Dokazi da u tom odjeljenju
postoje bar 4 ucenika sa istim brojem greSaka.

920. Nadéi sve proste brojeve p takve da je p? + 7 takode prost broj.

921. Odrediti sve trocifrene brojeve zapisane pomocu cifara 1, 3, 51 0 (cifre se
ne mogu ponavljati) koji su djeljivi sa 15.

922. Dokazati da je ugao koji grade simetrale unutrasnjeg ugla £ i spoljasnjeg
ugla y, utrouglu ABC jednak polovini unutra$njeg ugla « .

VIII razred

923. Odrediti najmanje prirodne brojeve m i n takve da je m® =540-n.

924. Odrediti sve Cetverocifrene prirodne brojeve zapisane pomocu cifara 1, 2, 3,
5 i 8 (cifre se ne mogu ponavljati) koji su djeljivi sa 12.
925. Dokazati da je g<i+i+i+...+i< 2.

3 51 52 53 150
926. Dat je konveksni ¢etverougao ABCD. Tacke M i P su sredine stranica AB i
CD, redom. Odrediti odnos povrsina ¢etverouglova ABCD i MBPD.

927. Zbir dva broja je 2016. Koji su to brojevi ako je 3,5% jednog broja jednako
17,5% drugog broja.

IX razred
928. Uporediti izraze 303494 i 404303,

929. Na pismenoj provjeri za svaki ta¢no rijeSen zadatak dobija se 4 boda, a za
netacéne ili nerijeSene gubi se 3 boda. Da je ucenik rijesio 2 zadatka viSe procenat
ta¢no uradenih zadataka bi bio 80%. Ako je ucenik imao 38 bodova, izracunati
koliko je to ta¢no rijeSenih zadataka u procentima.

2016

930. Ako je p prost broj, onda je p“"*°+ 2015 - p slozen broj. Dokazati.
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931. Rijesiti nejednacinu v 4x? —12X+9 < X..

932. Povrsina kvadra je 98 cm?, a povriine dvaju strana kvadra su 15 cm? i
24 cm?. Odrediti zapreminu tog kvadra.

Regionalno takmicenje 2016.
VII razred

933. Naci trocifreni broj abc ako je Cetverocifreni broj abcl tri puta veéi od &et-

verocifrenog broja 2abc.

934. Dat je skup A={5, 9, 4, 6, 1, 10, 7}. Ana za svaki dvoclani podskup skupa
A na tabli zapisuje veci broj. Odrediti zbir brojeva koje je Ana zapisala na tabli.
935. Neka je tezisna duz AA; trougla ABC normalna na simetralu ugla ABC tog

trougla. Mjerni brojevi duZina stranica AABC su uzastopni prirodni brojevi. Koliki
su mjerni brojevi duZina stranica tog trougla?

936. Za koji prost broj p je vrijednost razlomka A = 211’3__2; cijeli broj. Kolika je
ta cjelobrojna vrijednost.

937. Na tabli su napisani brojevi 3, 4, 5, ..., 2015, 2016. Dozvoljeno je u jednom
koraku bilo koja dva broja uvecati za po jedan., Da li se, poslije izvjesnog broja

koraka, mogu dobiti svi jednaki brojevi? Odgovor detaljno obrazloziti.
VIl razred

V2 ++a
V3++b

939. Neka su x, y i z realni brojevi, takvi da je x> + y? + 2>=8 i xy + yz + zx = 4.
IzraCunati vrijednost izraza |x| + |y| + |z

938. Odrediti prirodne brojeve a i b takve da broj bude racionalan.

940. Dokazati da je za svaki prirodan broj n izraz n® — 5n® + 4n djeljiv sa 120.

941. Boris i Aleksa igraju igru brojanja koja se sastoji u tome da pocinju brojati
od broja 1 i naizmjeniéno broje govorec¢i najvise 4 broja. (Na primjer, Aleksa broji
prvi i izbroji 1, 2, 3 onda Boris nastavlja 4, 5, 6, 7, zatim Aleksa 8, 9, pa Boris 10
itd. ). Gubitnik je onaj igra¢ koji prvi izgovori broj 2016. Ako Aleksa zapoéinje
brojanje koji od igra¢a ima pobjedni¢ku strategiju. Odgovor detaljno obrazloZiti.
942. Dat je konveksan Eetverougao ABCD. Neka je tatka M sredina stranice AB,
a tacka N sredina stranice CD. Dokazati da je AD+BC>2-MN. Kakav je ¢etvero-
ugao ako vazi jednakost?

IX razred

943. U trouglu ABC, tacka D je sredina stranice BC, a tacka E na stranici AB takva
da je AE=2-EB. Ako je XADC=<BDE, odrediti XACB.
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944, QOdrediti sve prirodne brojeve n takve da je broj 2 +n? djeljiv sa 7.

2 2
945. Dokazati da je za svako a>1, b>1: a—l + b 1 >8.
—_ a_

946. Da li se u krug poluprecnika 1 cm moze smjestiti izvjestan broj krugova,
tako da nikoja dva od njih nemaju zajednic¢ku unutrasnju tacku i da im je zbir polu-
pre¢nika jednak 2016 cm? (Odgovor obrazloziti).

947. Odrediti sve prirodne brojeve x i y takve da je x?+ 1 =y? + 2016.
Republi¢ko takmicenje 2016.

VIl razred

a’+(a-cf a-c
b2+(b-cf b-c’

949. Od kocke ivice a odsje¢ene su trostrane piramide tako da svaka strana kocke
postane pravilan osmougao. Odrediti zapreminu tako dobijenog poliedra.

948. Ako je a® +b? =(a+b—c)’, dokazati da je

950. Dat je ostrougli trougao ABC (AB<AC). Neka je K krug opisan oko tog troug-
la. Prava koja sadrzi tacku A i normalna je na pravu BC sijece po drugi put krug K
u tacki P. Neka je X taka na duzi AC i neka je Q presjek prave BX i kruga K. Ako
je BX=CX, dokazati da je PQ pre¢nik kruga K.

951. Dokazati da za svaki realan broj a vazi nejednakost a* + 41> 7a% +10a.
952. Na gomili se nalazi 2016 Zetona. Aleksandar i Bojan igraju sljedec¢u igru: ig-
raci u svakom potezu, naizmjeni¢no uzimaju 1, 2 ili 3 Zetona sa gomile, a pobjed-
nik je igrac¢ koji uzme posljednji Zeton. Igru zapocinje Aleksandar. Koji igra¢ mo-
ze sebi da osigura pobjedu, bez obzira na to kako igra protivnik?

IX razred

953. Osnova piramide je jednakokraki trapez osnovica a=5 cm, b=3 cm i kraka
¢=7 cm. Visina piramide prolazi kroz presjek dijagonala osnove. Ako je duza boc-
naivica s = 10 cm, izraunati zapreminu piramide.

954. Odrediti sve dvocifrene brojeve koji se mogu prikazati kao zbir kuba cifre
desetica i kvadrata cifre jedinica.

955. Dijagonale AC i BD jednakokrakog trapeza ABCD osnovica AB i CD, sijeku
se u tacki O tako da je ugao AOB jednak 60°. Ako su P, Q i R sredista duzi OA, OD
i BC redom, dokazati da je trougao PQR jednakostrani¢an.

956. Ako za pozitivne realne brojeve a, b i ¢ vazi a+b+c=1, dokazati da je

Jda+1+Jab+1+/ac+1<5.
957. Princ Jovan je odlu¢io da za rodendan pozove 2n gostiju, od kojih je ta¢no
n muskaraca i n Zena. Princ Jovan Zeli da goste postavi za okrugli sto tako da ni
pored kojeg gosta ne sjede dvije Zene. Da li je to moguce za:

a) n = 2016; b) n = 20172
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Opstinsko takmicenje 2017.
VII razred
958. Kojom cifrom se zavr$ava proizvod 9-9 -9 - ---- 9 (2017 devetki).

959. Za prirodne brojeve a, b i ¢ vazi da su veéi od 1 i da je bar jedan od njih pa-
ran. Ako je a+1=2b+ 2 =3c + 3, na¢i najmanju vrijednost proizvodaa - b - c.

960. Neka je ABCD kvadrat, E tacka u njegovoj unutra$njosti takvi da je XEDC =
75°, «DCE = 30°. Dokazi da je BE = AB.

961. U jednom gradu zivi 70 000 stanovnika i svi redovno posjecuju zubare. Zu-
bari su utvrdili da bar 2100 stanovnika u gradu ima isti broj zuba. Da li su oni u
pravu?

962. Jedan radnik moze da zavr$i neki posao za 15 dana, a drugi radnik isti posao
moze da zavrsi za 18 dana. Ako se prvom i drugom radniku pridruzi treci radnik,
sva trojica zajedno zavrsSice taj posao za 7,5 dana. Za koliko vremena bi tre¢i rad-
nik sam zavr$io ovaj posao?

VIII razred

963. Ako je V2 - x — V2 - y = V18, izratunaj vrijednost izraza % - \%

964. Ako je a+b =23, a-b=2 dokazati daje a*+b*+2000 =2017 .

965. Oko jednakokrakog trapeza ¢ije su osnovicea = 16 cmib = 12 cm, a visi-
na jednaka srednjoj liniji, opisan je krug. Za koliko je povrsina kruga veéa od po-
vrsine trapeza?

966. Akosuaib katete, a h hipotenuzina visina, onda je iz = iz + iz Dokazati.
h a b

967. Naci proste trocifrene brojeve Ciji je proizvod cifara 252.

IX razred

968. Laza je uSao u knjizaru da kupi knjigu ¢ija cijena iznosi pet Sestina od sume
koju je imao kod sebe. Tada sazna da je ta knjiga pojeftinila za 40%. Laza kupi
knjigu, ¢asti prodavca jednu marku i ostane mu 14 maraka. Koliko je novca Laza
ponio?

969. Neka je f(x+1):x2+i2+2017.Odrediti fD), (2 i f(x).
X X

970. U trouglu su date stranice a=4 cm i b=5 cm i, a ugao izmedu njih je 30°.
Odrediti poluprecnik kruga upisanog u dati trougao.

971. Odredi rastojanje tjemena od dijagonale kocke. Dijagonala ne sadrZi to tje-
me, a duzina ivice kocke je a cm.

972. Da li postoji Cetverocifreni broj koji se poveca 4 puta kada se njegove cifre
napisu obrnutim redom? Odgovor obrazlozi.
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Regionalno takmicenje 2017.
VII razred

973. Ucenici sjede u ucionicama u parovima. U razredu je vise djevojcica, Cetiri
petine ukupnog broja ucenika sjedi u mjesovitim parovima (djecak + djevojcica),
a tri para su iskljuéivo zenska. Koliko je djecaka, a koliko djevojcica u tom razre-
du?

974. U trouglu QRP, slika, vrijedi:|PQ| =|PS| =|RS| i *QPS =12°. Kolika je

veli¢ina ugla < QPR ?
P

o] s R

975. Jednom kosilicom moguce je za 2 sata pokositi 2,5 hektara livade, a drugom,
manjom pokosi se za 1 sat i 30 minutal,25 hektara. Koliku ¢e povr§inu livade za-
jedno pokositi obje kosilice za 3 sata i 36 minuta?

976. Duzine stranica jednakokrakog trougla izrazene su prirodnim brojevima (u
centrimetrima). Proizvod duzina svih stranica tog trougla uvean za 1 iznosi
2017. Koliki je obim tog trougla?

977. Clanovi matematicke sekcije u jednoj skoli dogovorili su se da za vrijeme
raspusta svaki od njih napiSe po jednu razglednicu ostalim ¢lanovima. Koliko je
bilo ¢lanova u toj sekciji ako je napisano 342 razglednice?

VIl razred

978. Izradunaj povrsinu trougla EFG, sa slike, ako je povrSina ,.kvadrati¢a® u
mrezi 10 cm?,

979. Dvije jabuke su teSke kao tri kruske, a tri jabuke su teSke kao Cetiri pomo-
randze. Osim toga, Sest kruSaka kosta koliko i pet pomorandzi. Sta je skuplje: kilo-
gram krusaka ili kilogram pomorandzi?
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980. Odrediti koliko ima Cetverocifrenih brojeva koj se zapisuju pomocu cifara 1,
2 i 3, ali tako da se nijedna od tih cifara ne pojavljuje vise od dva puta u zapisu
broja.

981. Hipotenuze BC i AD pravouglih trouglova ABC i ABD sijeku se u tacki E. Ako
je duzina duzi AC jednaka 6 cm, a duZina duzi BD jedaka 3 cm, izradunati ra-
stojanje tacake E od duzi AB.

982. Je li moguce stranice knjige oznaciti s tacno 2017 cifara? Obrazlozi svoj
zakljucak.

IX razred

983. U proizvoljnom trapezu ABCD osnovica DC je dva puta kraca od osnovice
AB. 1z tiemna B povucena je normala BE na AD. Dokazi da je CE=CB.

984. Data je jednacina 8(X+5)+ 3(y —12)= 2017 . Neka su (x1,v1), (x2,¥2)
v+, (Xn, V) parovi prirodnih brojeva koji zadovoljavaju datu jedna¢inu. Izradu-
nati X, +X, +...+ X, .

985. Za jednim automobilom, koji je krenuo iz mjesta 4, poslije pola sata krene
drugi automobil i stigne ga nakon dva sta voznje. Nastavljaju¢i voznju u istom
smjeru brzi automobil je nakon sat i po bio 24 kilometra ispred sporijeg. Odrediti
srednje brzine tih automobila.

986. Dat je krug k(O,r) i tatka A, tako da je 0A=2r. Izradunati duZinu kruznog
luka koji se vidi iz tacke A.

987. Proizvod jednog dvocifrenog i jednog trocifrenog broja zapisuje se u dekad-
nom sistemu samo pooc¢u nekoliko dvojki (sve cifre su dvojke). Koj su to brojevi?

Republi¢ko takmicenje 2017.
VIII razred
988. Odrediti trocifreni broj abc, ako dvocifreni broj ac jednak 12% broja abc.

989. U ravni je dato 5 crvenih i 4 plave tacke tako da bilo koje tri nisu na jednoj
pravoj. Koliko ima trouglova sa tjemenima u datim ta¢kama tako da sva tri tje-
mena nisu iste boje?

990. Na stranici BC trougla ABC data je tacka M, tako da su trouglovi ABM i AMC
jednakokraki. Izra¢unati uglove trougla ABC ako je <CAB=75°.

991. Prirodan broj m jednak je kvadratu prirodnog broja n, a njegova cifra dese-
tica je neparna. Koja cifra mora stajati na mjestu jedinica broja m?

992. Koliko ima parova uredenih brojeva (M, n) takvih da je \m\ + \n\ <2017 ?
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IX razred

993. Dokazati da je od 100 prirodnih brojeva uvijek moguce izabrati 15 takvih da
je razlika bilo koja dva od njih djeljiva sa 7.

994. Nad stranicama pravouglog trougla konstruisani su spolja (u spoljasnjoj ob-
lasti) jednakostrani¢ni trouglovi. Za njih vaZi da je zbir povrSina trouglova nad hi-
potenuzom i nad kra¢om katetom jednak zbiru povrSina trougla nad duzom kate-
tom i datog pravouglog trougla. Izracunaj razmjeru duzina hipotenuze i krace ka-
tete.

995. Na sahovskom turniru koji se igra po sistemu ,,svako sa svakim® dvojica Sa-
hista odigrali su samo po tri partije i potom napustili turnir, a da nisu igrali medu-
sobno. Na turniru je odigrano ukupno 84 partije. Koliko Sahista je zapocelo turnir?

996. Neka je C tieme pravouglog trougla ABC. Dokazati da izmedu duzina teZi$-
nih duzi t,, t,, t, vazi odnos: t> +t2 =5t2.
997. Niz brojeva a4, a,, as, - zadan je sa prva dva ¢lana a; = 2, a, = 3 i uslo-
VOM sy = “ak—; (k =1,2,3,-). Naéi ayoq7.
Opstinsko takmicenje 2018.
VIl razred
998. U skupu cijelih brojeva rijesi jednacinu
(x—1D(x—2)(x—3)(x —4) = 360.

999. U kautiji se nalazi 10 crvenih, 20 plavih, 30 zelenih i 40 Zutih kuglica.
Kuglice izvla¢imo u mraku. Koliko kuglica najmanje moramo izvuci da bismo
bili sigurni da je medu njima:

a) bar 4 kuglice iste boje;

b) po jedna kuglica svake boje;

c) ne manje od 6 plavih kuglica;

d) bar 5 zutih kuglica?
1000. Neka je M tacka u trouglu ABC. Dokazati da je:

a) ¥AMB > <ACB; b) AM + BM < AC + BC.

1001. Unutar konveksnog Cetverougla naéi tacku Ciji je zbir rastojanja do tjemena
tog Cetverougla najmanji.

1002. Sa koliko nula se zavrSava proizvod prvih sto prirodnih brojeva
1-2-3-..-98-99-1007?
VI razred

1003. Dokaiidaje\/6+ ‘/6+ 6+6 < 3.
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1004. Dajana je procitala knjigu za 4 dana. Drugi dan je procitala 20% vise nego
prvi dan, ali je i svaki slijedeci dan procitala 20% vise nego prethodni dan. Koliko
stranica ima knjiga, ako je zbir stranica koje je dajana procitala prvi i Cetvrti dan
za 11 veci od zbira stranica koje je procitala drugi i tre¢i dan?

1005. Duzine kateta pravouglog trougla ABC su a i b. Simetrala prasvog ugla
kod tjemena C sije¢e hipotenuzu u tacki D. Izraunaj duzinu stranice CD.

1006. Nekaje a= 22018 _ 22017 + 22016 b= 22017 _ 22018 + 22019
c=+3- (22016 4 22017),
Dokazati da je zbir kvadrata neka dva od brojeva a, b, ¢ jednak kvadratu treceg.

1007. Hipotenuza pravouglog trougla i teziSna duz t koja koja joj odgovara grade
ugao od 60°. Izrazi obim i povriinu trougla u funkciji od ¢.

IX razred

1008. Jedna brigada moze da zavrsi jedan posao za 10, a druga za 15 dana. Na

tom poslu angazovana je trecina prve i jedan dio druge brigade, pa je posao zavr-

Sen za 12 dana. Koji dio druge brigade, u procentima, je angazovan?

1009. Neka je dat jednakokraki trougao ¢ija je osnovica AB = a jednaka odgova-

rajucoj visini h,. Izraunati polupre¢nik kruga opisanog oko tog trougla u funkciji

oda.

1010. Pravilan &etverostrani rogalj ima stane od 60°. Ako je S vrhi 4, B, C, D

redom tacke ivica tog roglja, takvi da je SA = SB = SC = SD, izraCunaj uglove

triedra sa vrhom A.

1011. Odredi cijele brojeve x, y, z za koje je ispunjena jednakost
x2+y?+z2-2x+4y—6z=17.

1012. Dokazi da je zbir kvadrata pet uzastopnih prirodnih brojeva djeljiv brojem

5, ali nije djeljiv brojem 25.

Regionalno takmicenje 2018.

VIl razred

1013. Ako su a i b prosti brojevi ve¢i od 3 i a > b, dokazati da je proizvod

(a + b) - (a — b) djeljiv brojem 12.

1014. Prodavac ima Sest galona zapremine 7, 9, 13, 14, 15 i 16 litara. Neki od

njih su napunjeni sokom od borovnice, neki sokom od jabuke, a samo jedan galon

je prazan. Ukupna zapremina soka od borovnice je dva puta manja od ukupne za-

premine soka od jabuke. Odredi sadrzaj svakog galona. Obrazlozi odgovor.

1015. Odrediti cifre a i b (a # b) tako da broj 0, ababab ... bude jednak ne-
svodljivom razlomku kod koga je zbir imenioca i brojioca jednak 17.
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1016. Dat je jednakokraki trougao ABC. Simetrala spoljasnjg ugla na osnovici
AB i simetrala spoljasnjeg ugla naspram osnovice sijeku se pod uglom od 71°.
Odrediti unutrasnje uglove trougla ABC.

1017. U trouglu ABC zadani su uglovi <BAC = 40° i <ABC = 20°, a razlika
duzina stranica AB = c i BC = a je 10 cm, (AB — BC = ¢ —a = 10 cm). Ako
simetrala ugla €ACB sijece stranicu ABu tacki M, odredi duzinu duzi CM.

VIl razred

1018. Andeli je 20% vise godina nego $to je imao Jovan kada je Andela imala
onoliko godina koliko sada ima Jovan. Kada Jovan bude imao godina koliko An-
dela ima sada, zajedno ¢e imati 150 godina. Koliko godina ima Andela, a koliko
Jovan?

1019. Zadan je pravilni mnogougao A; 4,43 -+ Ay kod koga je spoljasnji ugao 9
puta manji od unutra$njeg ugla. Izradunaj veli¢inu ugla izmedu dijagonala A; A5 i
AA,.

1020. Dat je paralelogram ABCD povrsine S. Presjek njihovih dijagonala oznacen
je sa 0. Na stranici CD oznacena je tatka M. Presjek duzi AM i dijagonale BD je
tacka E, a presjek duzi BM i dijagonale AC je tacka F. Zbir povr$ina trouglova
AED i BCF je gS. Kolika je povrSina cetverougla EOFM?

1021. Ako dvocifreni broj podijelimo zbirom njegovih cifara, koli¢nik je 6 i osta-
tak 2. Akoisti broj podijelimo proizvodom njegovih cifara, koli¢nik je 5 i ostatak
2. Koji je to dvocifreni broj?

1022. Sumu od 480 KM podijeliti odredenom brojulica. Ako se troje od njih
odrekne svog dijela, svaka od preostalih osoba dobija 8 KM vise. Koliko je osoba
kojima je trebalo podijeliti navedeni iznos novca.

IX razred

1023. Odredi sve prirodne brojeve a takve da je broj fzt—zz takode prirodan broj.

1024. Zadane su dvije koncentri¢ne kruznice k; i k,. Duzine polupreénika tih
kruZnica se odnose kao 3 : 1. Duz AC je polupre¢nik kruznice k4. Duz BC je tetiva
velike kruznice k, iu jedno tangenta manje kruznice k,. Ako je AB = 8 cm koli-
ka je povrsina trougla ABC?

1025. Na jednoj od dvije paralelne prave nalazi se 8 tacaka. Koliko je tacaka na
drugoj pravoj ako sve tac¢ke zajedno odreduju 640 uglova?

1026. Ako je a? + a + 1 = 0 koliko je @218 + ——?

q2018°

1027. Dat je pravougli trougao ABC ¢&ije su katete a = 15cm i b = 20 cm. U taj
trougao upisan je krug, a u njega je upisan trougao A;B;C; sli¢an datom trouglu
ABC. Koliki su obim i povrsina trougla A, B, C;?
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Republicko takmicenje 2018.

VIII razred

1028. Odrediti brojeve a, b, c, d koji ispunjavaju uslove:
a:b=2:3,a:d=3:5b:c=6:52d—a—c=26.

1029. U trouglu ABC, u kome je AB = 4 i BC = 3 tezi$ne duzi AM i CN se

sijeku pod pravim uglom. Izracunati duzinu stranice AC.

1030. Odrediti sve parove (p, q) prostih brojeva z ako vazi p? — 17q? = 16.

1031. Neka je P presjecna tacka dijagonala AC i BD konveksnog Cetverougla

ABCD. Neka je X ortocentar trougla PAB, a 'Y ortocentar trougla PCD.

Pretpostavimo da X lezi unutar trougla PAB, da Y lezi unutar trougla PCD i da je
P srediste duzi XY. Dokazati da je ABCD paralelogram.

1032. Na sahovskom turniru su ucestvovala dva ucenika osmog razreda i n
ucenika devetog razreda . Dva ucenika osmog razreda su zajedno osvojila 6
poena, a svi uéenici devetog razreda su osvojili podjednak broj poena. Odrediti
sve vrijednosti n.(Na $ahovskom turniru svaka dva igraca odigraju medusobno
po jednu partiju. Igra¢ za pobjedu dobija 1 poen, za remi 0,5 poena i za poraz 0
poena.)

IX razred

1033. Na turniru u vaterpolu na kome je ucestvovalo 12 ekipa su sve ekipe
imale razli¢it broj osvojenih bodova. Dokazati da je posljednja ekipa na tabeli
osvojila najvise dvije pobjede. (Na turniru u vaterpolu svake dvije ekipe odigraju
medusobno po jednu utakmicu. Ekipa za pobjedu dobija 2 boda, za nerijeSen
rezultat 1 bod i za poraz 9 bodova.)

1034. Brojevi a, b, c zadovoljavaju uslove a? + 2 = b*, b2+ 2 = ¢*, c? +

2 = a*. Odrediti vrijednost izraza (a? — 1) (b% — 1)(c? — 1).

1035. Dokazati da je broj 72™ — 48n — 1 djeljiv sa 9 za sve prirodne brojeve n.
1036. Neka je M srediste stranice BC ostrouglog trougla ABC ineka je D
podnoZje visine iz tjemena B u tom trouglu. Prava koja sadrZi tacku M i
normalna je na AM sijede pravu DB utacki K. Ako je «MAC = 30°, dokazati
da je AK = BC.

1037. Akoje (a+ b)(c+d) =2, (a+c)(b+d)=3i(a+d)(b+c) =4,
dokazati daje a® + b2 + c? +d? > 7.

Opstinsko takmicenje 2019.

VIl razred

1038. Uporedi veli¢ine x i %, ako je x racionalan broj razli¢it od nule.

1039. Odredi uglove trougla ako je a = %ﬁ =0,3y.
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1040. U broju 199a7b odrediti cifre a i b tako da dobijemo broj dijeljiv sa 12.
Napisi te brojeve.

1041. Ako je u trouglu ABC razlika uglova @ — 8 = 90° (4#BAC = a,a
4ABC = ) tada su odsjecci simetrala spoljasnjeg i unutra$njeg ugla kod
tiemena C, od tjemena C do presjeka tih simetrala, M i N, sa pravom AB
podudarni (tj. CM = CN). Dokazati.

1042. Odredi zbir i proizvod svih rjeSenja nejednaéine |[x — 1| +1 < 2019 u
skupu cijelih brojeva.

VIl razred

1043. Koliko cifara ima broj 46 - 5252,

1044. Odredi najmanji ¢etverocifreni broj koji je djeljiv sa 9 i ¢iji je proizvod
cifara 180.

1045. U jednoj kutiji ima vise od 500, a manje od 1000 ¢okoladnih bombona
koje treba rasporediti u jednake bomonjere. Pri pokusaju sa manjim pakovanjima
od 4,5, 6 i 7 bombona, svaki put je ostala jedna bombona viska. Koliko
najmanje bombona treba da sadrzi svaka od jednakih bombonjera i koliko ima
takvih bombonjera da bi sve bombone bile upotrebljene? (U svakoj bombonjeri
je vise od jedne bombone.)

1046. U trouglu ABC je «ABC = a = 84°. Stranicu AB produzimo preko tacke A
do tacke M tako da je AM = AC i preko tacke B do tacke N tako da je BN = BC.
Ako je «<BNC = 26° izraGunaj mjeru <MCN,

1047. Dat je kvadrat stranice 4 cm i u njemu je razmje$teno na proizvoljan nacin

35 tacaka. Dokazi da postoji kvadrat stranice 1 cm kome pripadaju bar tri date
tacke.

IX razred

1048. Da li postoji prirodan broj x tako da vazi x2020 = x201% 4+ 2019,
Obrazlozi odgovor.

1049. Nadi Cetiri prirodna broja, medu kojima moze biti i jednakih, ¢iji je
proizvod jednak njihovom zbiru.

1050. Na Oljinom rodendanu svi su se rukovali sa Oljom i sa ostalim gostima.
Njen momak, zagrizeni matematicar, izbrojao je sva rukovanja i konstatovao da
ih je bilo 136. Kasnije nije mogao da se sjeti koliko je Olja imala gostiju, ali je
zapamtio broj rukovanja i na osnovu toga izra¢unao broj gostiju. Koliko je bilo
gostiju na Oljinom rodendanu?

1051. U jednakokrakom trapezu ABCD osnovica AB jednako je duga kao i
dijagonala AC, koja je ujedno i simetrala #BAD. Izratunaj uglove tog trapeza.
1052. Pravougli trougao ABC sa pravim uglom kod tjemena C naklonjen je
katetom AC = 4 cm naravan  (AC pripada ravni ) i gradi sa tom ravni ugao
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od 45°. Hipotenuza AB se odnosi prema drugoj Kateti BC kao 3 : 1. Odredi
rastojanje tjemena B od ravni 7.

Regionalno takmicenje 2019.
VII razred

1053. Koliko ima prirodnih brojeva vec¢ih od 2000 i manjih od 5000 koje

moZemo napisati pomocu cifara 0,1, 2, 3,4, 5, 6 ako se

a) cifre mogu ponavljati,

b) cifre ne smiju ponavljati.

1054. Obim pravougaonika ABCD je 66 cm. Tacka E je srediste stranice AB .

Obim trougla EBC je 36 cm, a obim &etverougla ECDA je 60 cm. Kolika je

povrsina trougla EBC?

1055. Odredi prirodne brojeve a4, a,, as, -+, a, tako da je:
a;ta;+taz+-+a,=a; az az"-+a, =2019.

Koliko ukupno ima tih brojeva?

1056. Ako je = = 2,2 koliko je =2

1057. Jovan je obojio ogradu oko svog imanja na sljede¢i nacin. Preko vikenda

je obojio 12 m vise od tri osmine duzine ograde. Uponedjeljak je obojio 3 m

vise od Cetvrtine ukupne duzine ograde, a u utorak tre¢inu duzine koju je obojio

preko vikenda i u ponedijeljak. U srijedu je obojio preostali dio koji je iznosio

ta¢no jednu Cetvrtinu ukupne duzine ograde. Koliko je matara duga ograda oko

Jovanovog imanja?

VIII razred

1058. Igor, Jovan i Todor imaju zajedno 12 000 KM. Igor polovinu svog novca
podijeli na dva jednaka dijela i da ih Jovanu i Todoru, a drugu polovinu zadrzi
za sebe. Isto tako uradi i Jovan, a zatim i Todor, poslije ¢ega sva trojica prijatelja
imaju jednak iznos novca. Koliko je novca imao svaki od njih na pocetku?
Obrazlozi odgovor.

1059. Osnovice jednakokrakog trapeza su 9 cm i 1 cm, a krak mu je za 2 cm
duzi od visine. IzraCunati:

a) duzinu dijagonale trapeza,

b) rastojanje izmedu sredista dijagonala.

1060. Odredi sve cijele brojeve n za koje je vrijednost izraza % cijeli broj

1061. Kojim brojem treba zavrsiti niz brojeva 1, 2,3, —4,5,—6,--- da bi im
zbir bio jednak 2019?

1062. Broj stranica jednog pravilnog mnogougla je dva puta veci od broja
stranica drugog pravilnog mnogougla. Ako je veli¢ina unutrasnjeg ugla jednog
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od tih mnogouglova za 10° manja od veli¢ine unutrainjeg ugla drugog od tih
mnogouglova, izracunaj veli¢ine unutrasnjih uglova tih mnogouglova.
IX razred
1063. Izracunati

(124+22+3%2+--4+2019%) —(1-3+2-4+3-5+ -+ 2018 - 2020).
1064. Tacka u kojoj kruznica upisana u pravougli trougao dodiruje hipotenuzu
dijeli hipotenuzu na dijelova 4 cm i 7 cm. Odredi povr$inu tog trougla.

. 1+2+3+:--+2019+m

1065. Za koji cijeli broj m S =broj 172131120184m biti najmanji prirodan

broj?
1066. Jovan i Marko, radeéi zajedno, zadani posao mogu zavrsiti za 36 minuta.

Ako Jovan radi sam, treba mu 30 minuta vise da zavr$i posao nego kad Marko
radi sam. Koliko treba Jovanu da sam zavrsi taj posao?

1067. Odredi parove cijelih brojeva x i y za koje vrijedi x -y — 7x —y = 3.
Republicko takmicenje 2019.

VIII razred

1068. Prirodni broj n pri dijeljenju sa 3 daje ostatak a, pri dijeljenju sa 6 daje
ostatak b, a pri dijeljenju sa 9 daje ostatak c. Ako je a + b + ¢ = 15 odredi
ostatak pri dijeljenju brojan sa 18.

1069. Na matematickom takmicenju ucestvovalo je 2019 ucenika. Dokazi da se
medu njima moZe izabrati 45 uCenika takvih da su ili svi iz istog grada ili svi iz
razli¢itih gradova.

1070. Dat je kvadrat ABCD. U spoljasnjosti kvadrata konstruisane su polu-
kruZnice k4 i k, nad preénicima AB i BC, redom. Prava kroz tjeme B sijeée k; U
tacki M, a k, utacki N. Dokazi da su duzi CM i DN normalne.

1071. Neka su a, b i c prirodni brojevi koji su duzine stranica trougla u
centimetrima. Jedna visina tog trougla jednaka je zbiru druge dvije. Dokazi da je
a? + b? + c? kvadrat nekog prirodnog broja.

1072. Odredi proste brojeve p,q,r,sittakvedajep- q- r-(s-t) = 2010.
Brojevi ne moraju svi biti medusobno razliciti.

IX razred

1073. Dokazati da je S = 2 + 22 + 23 + 2* + --- 4+ 2231% djeljivsa 3,7,31 i 127.

1074. Dat je jednakokraki pravougli trougao ABC sa hipotenuzom AB = 2a. Sa
iste strane ravni ABC date sutacke D i E, takve dasuduzi AD =xiBE =y
normalne na ravan ABC lzraziti u funkciji od a duZine x i y, ako se zna da je
4CED prav i da je zapremina tijela ABCDE jednaka $estini zapremine kocke
ivice AB. Zatim izracunati povrsinu tijela ABCDE

1075. Koliko ima uredenih parova cijelih brojeva (a, b) takvih da je
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lal + |b| < 20197

1076. Izracunati zbir svih petocifrenih brojeva cije su sve cifre razlicite i
uzimaju vrijednosti iz skupa {1, 2, 3,4, 5}.

1077. U zapisu 2019-cifrenog prirodnog broja pojavljuju se samo cifre 5 i 8.
Dokazi da se izostavljanjem samo jedne cifre moze dobiti 2018-cifreni broj
djeljivsa11.



RJESENJA ZADATAKA

1. Razlomak je je prirodan broj ako 3n —4 € {1,2,3,6,8,12,24 }, pa je n = 2 ili

n =4,
2. Datu nejednakost moZemo napisati == < *

10n + 30 < 84, tj. 45 < 10n + 30 i 10n + 30 < 84, 0dnNOSNO 15 < 10n i 10n < 54,
tj. 15 < 10n < 54, §to je ta¢no za n € {2,3,4,5}.

3. Poslije prvog vracanja ostalo je % duga, a poslije drugog —-->= % duga.

Neka je x ukupan dug. Tada je, prema uslovima zadatka, —x — 640 = —x, pa je
x = 2400. Branko je dugovao Marku 2400 dinara.

4. Koriste¢i oznake na sl. 1. vaZi: x; + x; +ys = 180° (A ACT); x, + x4 + v, =
180°, (A BDP); x; + x5 +y, = 180°, (A CEQ); x5 + x; +y; = 180°, (A DAR);
xs +x, + v, = 180°, (A EBS). Saberimo ove jednakosti:

2(x; + X x5 + X4 4x5) + (71 + Y2 +¥3 + s +ys) = 900°. Kako je y; +y, +y; +
Y4 + s = 540° (zbir unutra$njih uglova petougla PQRST), slijedi x; + x,+x; +
X4+xs = 180°.

< %. Ona je tacna ako je 45 <

5. Neka je ABC traZeni trougao, sl. 2. Prema uslovima zadatka (A ABC je jedna-
kokrak (uglovi na osnovici su 75°), tacka A je osnosimetri¢na tacki ¢ u odnosu na

pravu p.
C

a B

Sl. 2
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Konstrukcija:

1. Konstruisemo normalu CD na pravu p.

2. Na pravoj €D odredimo tacku A tako da je CD = AD.

3. Konstruisemo uglove na osnovici AC jednakokrakog trougla ABC tako da je
2 ACB = «CAB = 75°.

6. Kako je ab = 1, to vazi a?b = a, ab? = b i slijedi:
a’h—b+ab’*—a=a—-b+b—a=0

7 A= 1-2-4+24-8+3-6:12+--+100-200-400 , , _ (1-2:4)+23-(1-2-4)+33-(1-2-4)++1003-(1-2-4),
T T 13:942:6:18+3:9-27+--4100-300-900" T (1-3:9)+23+(1:3-9)+33+(1-3:9)++-+1003+(1-39)
_ (@24)(@+23+433+4100%) _ 124 _ 8

T (13-9)(1+23+33+--+1003) 139 27"

8. a) Prema uslovima zadatka, sl. 3, pravougli trouglovi BCM i CDNsu podudarni
pa je «BMC = «CND. Trouglovi CND i CEM su sli¢ni, jer je «C njihov zajednicki
ugao i «<EMC = «CND, pa je i «CEM = «CDN = 90°, {j. BM L CN.

b) Neka je AF visina trougla ABE. Tada je «BAF = «CBE (uglovi sa normalnim
kracima), pa su trouglovi ABF i BCE podudarni (AB = BC). Zbog toga je CE = BF.
Trougovi BCE i BCM su sliéni, pa iz BE:CE = BC:CM = 2 : 1slijedi BE = 2CE,
odnosno BE = 2BF. Dakle, podnozje visine iz 4 je srediste stranice BE trougla
ABE i slijedi da je A ABE jednakokraki te vazi AB= AE.

D M c
E
N \F
A B
Sl. 3

9. Neka je N srediste stranice DC sl. 4. Tada je MN tezisna duZ trougla CMD i vazi
MN = DN = NC, pa je A CMD pravougli, tj. «CMD = 90°,

D a N a C

Sl.4

10. Neka je ABC pravougli trougao sa katetama BC = a, AC = b, hipotenuzom
AB = c i r polupre¢nikom upisanog kruga, sl. 5. Trouglovi OMA i OPA, sa zajed-
ni¢kom stranicom 0A, su podudarni («OMA = «0PA =90°, OM = OP =7).
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Slijedi da je AM = AP =x. Sli¢no dokazemo da je BM = BN =y.Kako je
Cetverougao CPON kvadrat stranice r to vazir = b —y i r = a — x. Sabiranjem
ovih nejednakosti dobijamo 2r = a + b — (x + y), tj. r = £2=¢

B
y
y
D\ sl.5
N L X
r\r
c P X A

11. Izraz n® — 5n® + 4n moZemo pisati: n° —5n® +4n=n(n*-5n> +4)=n-
M M?-1)—-4-M*-1D=n-n?-1)- N®*-4)=m-2)-n—-1)n-(n+
1) - (n + 2). Ako je n prirodan broj,ondaje (m—2)-(n—1):n-(n+ 1) (n+2)
proizvod pet uzastopnih cijelih brojeva i jedan je sigurno djeljiv sa 5 i bar jedan
djeljiv sa 3. Takode, bar dva od tih brojeva su uzastopni parni brojevi, pa je
jedan od njih djeljiv sa 4 i njihov proizvod je djeljiv sa 8. Dakle, dati broj je
djeljivsa s - 3-8 =120, jer su brojevi 3, 5,8 uzajamno prosti.

12. Iz prve jednacine je a = 9’;—_1 a # 0, Xx+0. RjeSenje druge jednacine je a = 5.
Jednacine su ekvivalentne, ako imaju isti skup rjesenja, tj. ako je 9’;—_1 = 5; odnos-
nox=r.

13. Ako jedan radnik zavr$i sav posao za x dana, a drugi za y dana, onda ¢ée oni
za jedan dan zavrsiti % posla i vazi %+ ; = % Dalje, iz datih uslova slijedi % +
17,8 ; =1, pajey = 30 dana. Iz jednatine = + ; = — dobijamo x=20 dana.

14. Prema uslovima zadatka, tacka P je jednako udaljena od ravni « i 8, sl. 6. Kako
je «AO0B = 1209, to je xAOP = 60°. Trougao AOP je pravougli sa ostrim uglovima
30°160° teje PA = %EOP; OP = %PA, odnosno OP = ?PA. Kako je, prema us-

8V3

lovima zadatka PA = 4 c¢m, to je OP = - cm.
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15. Prema uslovima zadatka je B : M = /3 : 2, gdje je B baza, a M omota¢ pravilne

2 . ..
“f iM= 6-“2—h,sl. 7.Zaa = 10 cm, dobijamo

B = 150v3 cm?. Iz jednakosti B : M = v3:2 slijedi M = 3—; tj. M =300cm? Iz

Sestostrane piramide, paje B = 6 -

M=6-" aTh gdje je h visina boéne strane pravilne $estostrane piramide, dobijamo
h =10 cm. Primijenimo Pitagorinu teoremu na trougao SAT:

2 -
s?=h?+ (g) i na trougao A0S: H? = s? — q? = 125 — 100 = 25, H = 5 cm.

N

SLL.7

16. Transformisanjem izraza A i B dobijamo A = —8a i B = 12 b, odnosno, zbog
a=Z%ib=—1%,A=—20iB=—15,pajeA:B=(—20):(—15)=4:3.

2
17. Izraz (ga - b) + 1 ima najmanju vrijednost za2a — b = 0, tj. b = Za. Dakle,
broj b je prirodan ako je a djeljiv sa 5, tj. ako a € {5,10,15,20,25,30}, pa slijedi
b € {3,6,9,12,15,18}, pa su rjeSenja uredeni parovi: (5,3), (10,6), (15,9), (20,12),
(25,15), (30,18).
18. Kako je n®+1994n=n*-n+1995n=(m—1)-n-(n+ 1) + 1955, to je
(n—1)-n-(n+ 1) proizvod tri uzastopna prirodna broja pa je djeljiv sa 3. Tako-
de, broj 1955je djeljiv sa 3 pa je sa 3 djeljiv i broj 1995n. Dakle, broj n® + 1994n
je djeljiv sa 3. Ako je n paran broj, tada je n® + 1994n, takode paran, pa je djeljiv
i sa 2. Dakle, n® + 1994n je djeljiv i sa 6.

19.Nekajeh=CDix =AD,y=DB,x +y = AB inekasu, redom, r, r, r,
polupre¢nici krugova upisanih u trouglove ABC, ADC, BCD, sl. 8. Prema zadatku
10. i podacima na slici je: r = %(a+b -0, = %(x+h—b), - =%(y+h—a).
Sabiranjem ovih jednakosti dobijamo: r + r;+1, = %(x +y —c+ 2h). Kako je
x+y=c,tojer+nr+r, =h.
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SI.8

20. Dokazimo da su trouglovi AFD i DCE podudarni. Iz uslova slijedi AF = DC =
AB | CE =AD =BC, sl. 9. Dalje, iz AD || CF i AF = DC slijedi da je AFCD
jednakokraki trapez te su mu dijagonale jednake; AD = DF. 1z AE || DC i CE = AD
zaklju€ujemo da je AECD jednakokraki trapez i takode vazi AE = DE. 1z AC = DF
i AC = DE slijedi DF = DE. Dakle, A DEF je jednakokraki.

D C

4 w E
F
SI.9
21. Rjesenje jednacdine je x = 2 —g ¢e biti prirodan broj ako jen =9, pajex = 1.
22. Transformi§imo dati broj:

2422428420 44294210 = 24+ 29) + (22 +2) + -+ (2% 42190 =
2-1+2)+23- A+ ++29-1+2)+2°-(1+2)

=3-(2+ 2%+ 25+ -+ 2%). On je o¢igledno djeljiv sa 3.

23. Kako je x # 1, to je nejednacina ekvivalentna sa nejednainom ;(i’:f; >0, pa
je:
1) -5x+8>0 il (2) —-5x+8<0
3x—=1)>0 3(x—1<0.

RjeSenje sistema nejednacina (1) je, 1 < x < g, dok sistem nejednacina (2) nema
rjeSenja. Dakle, rjeSenje date nejednacine je 1 < x < Z.

24. Primijenom Pitagorine teoreme na A 0SD (sl. 10.) slijedi x% = H? + Gh)z,
gdje je h =2, pa dobijamo, x* = 4?‘;2; tj. x = 7“f. Iz B+ M = 648v3 slijedi
# +3 % = 648V/3; “Zf + @ = 648+/3. Odavde dobijamo a = 18 cm, te je
H =18 cm.
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H a%yJ3

Zapremina piramide je V = T3 =972v/3 cm®.

B

s
\
\
\
k n
\
n \
\
\
\
\
\ M
C \
N r \ Jr m
of ™~
a r r ~
= A
A D B c rp m
SI. 10 Sl 11

25. Neka je AB = ¢, BC = a i AC = b, sl. 11. Tada je P = %, tj.

a+b-c a+b+c

2P=ab=(n+r)(m+r)=mn+r(m+n+r)=mn+T — =mn+
(a+b)%2—c?
4
26. Kakoje a + b + ¢ < 27, to iz jednakosti 328 —abc = a+ b + b slijedi 3 —a =
0,tj.a =3 paje 11b + 2c = 25, odakle je b = 1 i ¢ = 7. TraZeni broj je 317.

=mn+¥=mn+az—b=mn+P. Kako je 2P = mn + P, to je P = mn.

27. Kvadriranjem jednakosti a + b + ¢ = 0 dobijamo (a + b + ¢)? = 0, {].
a?+b%+c?+2(ab + bc +ca) =0; a? + b? + c? = —2(ab + bc + ca). Kvadrira-
njem posljednje jednakosti dobijamo (a? + b? + ¢?)? = (=2(ab + bc + ca))?

(a? 4+ b2 + c?)? = 4(a®b? + b%c? + c?a?) + 8(a’bc + b%ac + c%ab) = 4(a®b? +
b%c? 4+ c?a?) + 8abc(a+ b +c). Kakojea+ b +c =0, 10 je

(a? + b? + ¢?)? = 4(a®b? + b2%c? + ¢%a?). (1)

Takode, vazi (a? + b? + c?)? = a* + b* + c*+2(a?b? + b?c? + c?a?). Koristeéi (1)
dobijamo (a? + b% + c?)? = a* + b* + c* + %(a2 +b%+c?); (@®+b*+cH)? =
2(a* + b* + c*).

28. Jedan od trouglova ABM i AMC je tupougli, sl. 12. Neka je to A AMC sa tupim
uglom AMC, tada je AM = MC (A AMC je jednakokraki). Prema uslovu zadatka
i A ABM je jednakokraki, pa vazi AB = AM ili AB = BM ili MA = MB.

A
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1) Neka je AB =AM i AM = MC. Tada je <MAC = <MCA =, pa je «BMA = 2y
(spoljasnji ugao (A AMC). 1z jednakokrakog A ABM slijedi =2y, pa iz A ABC
slijedi g +y +75°=180°, odnosno 2y +y + 75° = 180°, tj. y = 35°. Dakle,
uglovi A ABC su 75°, 70° i 35°.

2) Neka je BA=BM i AM = MC. |z jednakokrakog A ABM slijedi <BAM = 2y.
Dalje je «BAM + «MAC = 75°, 2y +y = 75°, y = 25°% Iz A ABC dobijamo da je
B +y+75°=180° paje g = 80°. Dakle, uglovi A ABC su 75°, 80° i 25°.

3) Neka je MA = MB i AM = MC. Tada je «CAB = 90°. Kontradikcija.

29. Neka dati krug dodiruje katete trougla u tatkama M i N, sl. 13. Cetvorougao
MONC je kvadrat stranice 3 cm. 1z A ONB slijedi NB? = 0B? —r%; NB = 4 cm,
paje BC = 7 cm. Trouglovi ABC i OBN su sli¢ni, paiz AC: ON = BC: NB slijedi

AC:3=T7:4,1. AC = % cm. Povrina A ABC: P = - AC - BC = = cm?.
c
N
M
A \ 0 I B

SlI. 13
30. Dati izraz mozemo napisati a(a — 1) = b(b — 1) = ¢(c — 1), odakle zakljucu-
jemo da je a > 1,b< a ic <a. Brojevi 2,6,12,20,30,42,56 i 72 su svi brojevi
koji su proizvod dva uzastopna prirodna broja manja od 10. Lako provjerimo da
se samo dva broja u ovom nizu mogu predstaviti kao zbir dva pret-hodna. To su
brojevi 721 42, jerje9-8 = 7- 6 + 5 - 4. Trazeni brojevi su 976, 967, 764 i 746.
31. TransformiS$imo dati izraz:
-DE-2DE-3)x—-D+10=((x—D(x—4)+10 = (x? — 5x + 4)(x2 —
5x+5)+10 = ((x2—5x+5) —1)((x2 = 5x + 5) + 1) + 10 = (x? — 5x + 5)% —
12 +10 = (x2 —5x + 5)2 + 9.
32. Uvedimo oznake 0S = H, 0,S=x,SB=5,58,=5,,0B=Ri0,B; =71
(sl. 14.). Iz uslova zadatka imao Rms = 2rms; (1). Iz sli¢nosti trouglova 0SB i
0, B; S slijedi SB: SB; = 0B: 0,B;, odnosno s:s; = R:r. (2). 1z (1) i (2) dobijamo
2r=R =R:rili (%)Z =2 1. = = = Dalje, iz 50: 50, = 0B: 0By, slijedi H: x =
R:r tj.x = %H, pajex =1cm.

Sl. 14
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33. Neka je a stranica jednakostraniénog A ABC. a) Pretpostavimo da tacka T pri-
pada unutra$njosti A ABC, sl. 15. Tada u A ADC vaZia = AC > CD > CT =8cm,
aiz A ABT, AB < AT + BT, tj. a < 3 cm + 5 cm = 8 cm. Kontradikcija.

Neka tacka T pripada stranici trougla, npr. T = D. Tada iz tupouglog trougla ADC
dobijamo a > CT = 8 cm, a iz ,trougla“ ABT slijedi a = AT + BT = 8 cm. Ponovo
je kontradikcija. Prema tome tacka T je izvan A ABT.

b) Za tacku T, koja ispunjava uslove zadatka, konstrui§imo A BCT, podudaran
A BAT, sl. 16, tako da je BT, =5cm i CT, = 3 cm. Tada je BT = BT, i

Sl. 15 Sl. 16

LT, BT = 60°. Dakle, A BT, T je jednakostrani¢an, pa je TT; = 5 cm. Buduéi da je
CT, +TT, =3 cm+5cm = CT, tacke C,T i T; su kolinearne. Neka je BN visina
jednakostrani¢nog A BT,T. Kako je TT;, =5cm t0 je TN = NT, == cm i BN =

";—‘/g = ? cm.Tada je NC = NT, + T,C = cm + 3 cm = = em. Iz & BNC slijedi

BC? = BN? + CN?; a®? = BN? + CN? =49, a =7 cm.

4. A=a*+d?>-2b(a+c—b)+2c(c—d)=(a—b)?>+ (b—c)?+ (c—d)>
Kako je A > 0, to dati izraz ima najmanju vrijednost 0 zaa = b =c = d.

35. Neka je a = 2xy, b = x* —y?, c = x* + y2. Tada je a? + b? = 4x%y? + x* —
2x2y? + y* = (x?y%)? = ¢2, tj. trougao datih stranica je pravougli.
36.1za?+a+1=0slijedia?+1=-aia®*—1=(a—1(a%?+a+1),1j.

a® = 1i dalje vazi: at9% +a1lTae = (a®)®5-a +(a3)%5'a =1%5.q + ﬁ =

1 a’+1 _ -a
a+-= =—=-1.
a a a

ACBC __ 60-45

37. Povrsina pravouglog A ABC je P, = = —— = 1350 cm?, sl. 17. Takode,
vaZi: AB? = BC? + AC?; AB =75 cm | P, =**, paje h = 2% = 36 cm. Takode iz
pravouglih trouglova AED i FBC slijedi x = VADZ — k%, y = VBC2 — h2,teje x =
15cm i y =27 cm. Dalje je DC = EF = AB— (x+y) =33cm, pa je obim
trapeza 0 = 192 cm, a povr§ina P = 1944 cm?.

D C

Zh i Sl 17

4 YE F Y B
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38. Vazi ; = 0,428 571 428 571 --- (dati razlomak je periodican decimalan broj sa

periodom duZine 6). Kako je 155 = 256 + 5 i na 155. mjestu se nalazi cifra 7.

39. Datu jednakost mozemo zapisati xy — x = 35, odnosno x(y — 1) = 35. Kako

je35=7-5=1-35t0je

1) x=7 2 x=5 3 x=35 4 x=1
y—1=5 ' y—1=7 ' y—1=1 "' y—1=35

Dakle, rjesenja jednacine xy — x = 35 u skupu prirodnih brojeva je skup uredenih

parova {(1,36), (35,2), (5,8), (7,6)}.

40. Ako zadani broj ozna¢imo sa x, onda je 700 000 + % =5-x,1.x=142857.

m+2

41. Kako je P(—2) = 16 to slijedi mT_g (-2) + 7= (-2)2 - (-2)° = 16, pa je
m=1.Zam=1jeP(x) = —x3+x?—2x,teje P(1) = —2.

42. Drugu funkciju napisemo u obliku y = 2x + 5. Grafici linearnih funkcija su
paralelni ako su im koeficijenti pravca jednaki, tj. ako je mT"l = 2, 0dnosnom = 5.

Predstavimo graficki linearne funkcije y = 2x +3 i y = 2x + 5, sl. 18. Povr§ina

5 3
Cetverougla ABDC je P = Pacos — Papos = 2 =4

y
Als c
b
Bf3 h
‘Ip
A a B

C D X
% /319
Sl. 18 Sl 19

43. Neka je A ABC osnovica date prizme i neka je h = €D visina koja odgovara
osnovici AB, sl. 19. Tada je A BCD pravougli sa otrim uglovima 30° i 60°, te

sih=Liph=b=2 % iep=2-
Va21,b—\/§|h—2—Z\E.Dakle,povrsmaBtrougIaABCjeB—2—4\/5.

Povrsina omotaca prizme je M = (a + 2b) - H = (a + %) -H. Kako je M = 2B, to

2 3

a a

2V3+4 \'V=B-H= 8(3+2v3)"

slijedi (a +%2)-H =22~ paje H =

2a a

V3 4
44, Iz zadane jednakosti slijedi da je a < 2 (jer bi u suprotnom broj dcba -bio
petocifren). Kako je dcba -paran broj, to je a =2 i vaZi 2bcd -4 = dcb2, pa
zaklju€ujemo da je d =8 (d je prva cifra). Broj na desnoj strani jednakosti se
zavrsava cifrom 2, pa se tom cifrom zavrSava i broj 4d; odakle zaklju¢ujemo da

je d = 8. Iz jednakosti 2bc8 - 4 = 8¢h2 slijedi 400b + 40c + 32 = 100c + 10b + 2;
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13b=2c—1.Zbogc <9je2c—1<17,0dnosno 13b <17,pajeb =0ilib = 1.
Ako je b =0, onda je c = %, §to je nemoguce. Za b = 1 je ¢ = 7. TraZeni broj je
2178.
45. a) Prema podacima na sl. 20. dobijamo AP = x = 9;—1 =4cm,paje AP =5cm.
Primjenimo Pitagorinu teoremu na pravougli A APD: ¢? = h? + x?%; (h+2)? =
h? + 4%; h = 3 cm. Dalje iz pravouglog A PBD je d = VBP? + PD? = /34 cm.
b) Kako je EF srednja linija trapeza, to je EF = “Zi’ = % =5cm. Duzi EM i NF
su, redom, srednje linije trouglova ACD, BCD, pa je EM = NF = S = % Dakle,
MN = EF — EM — NF = 4 cm.

D c

SI. 20

B

46. Zbir unutra$njih uglova pravilnog n - tougla je (n — 2) - 120°, a jedan njegov
ugao iznosi (n-2y180° Dakle, unutrasnji ugao pravilnog petougla je 108°. Prema

. . —~2)-180° )
uslovima zadatka je ®=2"%-: 108° = 3:2, pa je 9n = 10(n — 2); n. = 20.

b) Neka pravilni mnogouglovi imaju m, odnosno = stranica (m = 3, n > 3), tada
M("—ziimo =3:2,paje 1+ == Iz posljednje jednakostije = > 1,
tj. n < 6, paje n=3 ili n = 4, ili n = 5. Uvr$tavanjem ovih vrijednosti dobijamo,
redom, m = 4, m = 8, m = 20. Postoje tri para mnogouglova.

vazi

47. a) Izraz moZzemo napisati (x +2)% + (y — 2)? + 2. O¢igledno je (x +2)% +
(y —2)?+2 = 0. b) Dati izraz ima najmanju vrijednost 2 zax = -2 iy = 2.
48. Neka je x zadani broj. Tada je 2(x — 900 000) = "1—_:; x =947 368.

49. Trougao ADC je jednakokraki, (CD = CB = CA), pa vazi 2y + § + 90° = 180°;

o_ .. o_ —900
y =22 sl.21. Dalje je x = 4BAD = a —y = o - 2£ = 24250

2 2 !
459,

90°-p _ 180°-90°
2 2z

x=<BAD=a—-y=a—

Sl.21
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50. Presjek zadane ravni i piramide je jednakokraki trapez AEFD, sl. 22. Neka su
G i L srediSta osnovica tog trapeza i M presjek normale spustene iz S na ravan
trapeza. Tada je SM L GL. Neka je LK normala na ravan osnove piramide. Tacka L
je srediste duZi SN, pa je LK = g Tacka P je teZiste trougla SGN, pa je PO = g i
PS = % Trougao SGN je jednakokraki (SG = SN) pavazi GO = % U pravo-uglom

2 2
AGOP,je GP = [(2) + (). Iz slicnosti trouglova SMP i GoP slijedi 2= = 2
3 PS

2 Gp'
pajesM =2.ps = tj sm=—22 __ Zaa=8cmiH = 9 cm, dobijamo
GP 2

SM=% cm.

Sl. 22

51. Transformi$imo datu jedna¢inu: (m? + 1)x = 3m? + 1. Kakojem? + 1 # 0 za
3m?+1
m2+1°
a) Rjesenje jednacine je ocigledno pozitivno za svaki realni m.
2
b) Iz nejednakosti === > 2 slijedi — > 0; tj. m? =1 >0, pa je (m — 1)(m +

m2+1 m2+

D)>0,tfm—1>0im+1>0ilim—1<0im+1<0.RjeSenje ovih sistema
jem<—1ilim>1,t.me (—o,—1)U(1, +).

svaki realni m, rjeSenje jednacine je x =

m2—
2

52. Neka je n = 10k + x, k € NU{0} i x cifra. Tada je m = n? = 100k? + 20kx +
x2. Cifra desetica broja m jednaka je zbiru cifara desetica brojeva 20kx i x? ili
zbiru umanjenom za 10.. Kako je cifra desetica broja 20kx parna, to su cifre
desetica broja m i x? iste parnosti. Broj x?2 je jednocifren ili dvocifren. Ako je
jednocifren, cifra desetica mu je 0, pa cifra desetica broja m paran broj, §to je
suprotno pretpostavci. Ako je x? dvocifren, onda su to, prema uslovima zadatka,
brojevi 16 i 36. Dakle, posljednja cifra broja m je 6.
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53. Prema oznakama na sl. 23 vazi: P = — = Pugp + Pgcp + Poap = — + LA 5=

a(%y”), f.x+y+z=h= T' Kroz tacku P konstrui§imo prave RQ, NS i MT
paralelno sa naspramnim stranicama trougla ABC. Trouglovi PMN, PQT i PSR su

takode jednakostrani¢ni. Dalje slijedi RF = lRP TD = 1PQ i NE = lMN pa je

RF +TD + NE = R”*"ZQ"MN AMANBAMN — =% AR+CT+BN =AR+PS+PQ=

AR + RS + SC = a. Dalje je AF 4 CD + BE = AR + RF + CT +TD + BN + NE =
(AR +CT +BN) + (RF +TD + NE) =a+% = 3—“ Dakle,
aVv3 3a \/5

(PD + PE + PF): (AF + CD + BE) = £2: 2 = 2.

ME N
Sl. 23

54. Vidi rjesenje zadatka 11.

55. a) Duz MN je srednja linija trougla ABC, sl. 24, pa je MN||AC i MN = §AC = g.
Duz NP je srednja linija A BCD, pa je PN||PN i PN = %DB = g Dakle, MN = NP,
1z AC 1 BD slijedi MN L NP. Sli¢no dokazujemo: MN 1L MQ, MQ L QP i QP L PN,
teje MQ = QP = PN = MN

b) Dijagonale kvadrata su medusobno normalne i jednake, pa je QN = PM = h.

. 2
Kako je povrSina kvadrata P, = UL h?, i povrsina trapeza P, = ABHCD
QN-h=nh?pajeP,:P,=2:1.
D P ¢
Q N
A M B
Sl 24

56. Ako zadani kvadrat podijelimo na Cetiri kvadrata stranice ;, sl. 25, tada se bar
dvije tacke moraju nalaziti u istom kvadratu. Najvece rastojanje izmedu njih nije
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vece od g, gdje je d dijagonala datog kvadrata. Prema tome, neka je a = ; = g
Dokazimo da a ne moze biti manje od g Akojea< g, onda raspored tacaka ne
ispunjava zadane uslove (rastojanje izmedu bilo koje dvije tacke je vece od a).
Dakle, a ne moze biti manje od g

D

B
SI. 25

57. Razlika dva broja djeljiva je sa 7 ako ti brojevi pri dijeljenju sa 7 imaju iste
ostatke. Pri dijeljenju sa 7 broj moze imati ostatke: 0,1, 2,3, 4, 5,6 Pretpostavimo
suprotno, tj. da ne postoji 15 brojeva sa zadanom osobinom. To znaci da ne postoji
vise od 14 brojeva koji pri dijeljenju sa 7 daju ostatak 0, da ne postoji vise od 14
brojeva koji pri dijeljenju sa 7 daju ostatak 1, odnosno ostatke: 2,3,4,5,6. Tada
ukupno nema vise od 14 -7 = 98 brojeva, Sto je suprotno pretpostavci. Dakle,
postoji 15 brojeva medu 100 zadanih sa trazenom osobinom.

58. Presjek je Sestougao ABRTSG, Koji je sastavljen od dva trapeze, ABRG i GRTS,
sl. 26. Neka su M, N, K, redom, srediSta duzi AB, ED, ST. Trougao MVN je
jednakostrani¢an, jer je <MVN = <NMV = 60° i vazi: VN = VM = MN = a3,

oV = 37’1, MK = MNE %a = 0V. Kako je tacka 0, je teziste trougla MVK, vazi
2 3 - 1 1 3 . .
MO, =~ =a=0,V,paje K0, = MK =_-—=—=0,0.Dalje je

FC=2aiST= % Kako je GR||FC, to je A FCV~ A GRV, pa je FC:GR = 0V: 0,0,

4a.
(AB+GR)-MO; n (GR+ST)K0; _ (a+5)a
2 2

. 4 .
). GR = ?a pa e Paprres = Papre + Perrs + +

4a a, a
—)— 2
(F+3)7 _ 13a

2 8 '
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59. Ispisimo nekoliko prvih ¢lanova tog niza: 2, 32;;22 3.Kakojea, =a, i

ag = a,, a svaki sljedeci ¢lan dobija se iz dva prethodna, zakljuCujemo da se
¢lanovi niza ponavljaju sa periodom 6. Kako 1966 prii dljeljenju sa 6 daje ostatak

4, t0 je 1966. ¢lan niza jednak Cetvrtom &lanu, tj. a;e66 = a4 =

60. Kako je krak AD, (AD L AB) jednak 2r, to je krak BC veéi od 2r, sl. 27. Dakle,

najkraca stranica trapeza, koja je jednaka 3%, je manja osnovica trapeza ¢D. Neka

su OC i OB simetrale uglova MCB i NCB. Kako je «<MCB + «NBC = 1809, to je

IMCO + «OBN = 90° (1). Iz pravouglog A OBN slijedi «NOB + «OBN = 90° (2).

1z (1) i (2) slijedi «NOB = «MCO, pa je A OBN~ A OCM:

NB: ON = OM: MC, gdje je ON = OM = r i MC =§,tojeNB =2riAB=AN+NM =
3r

AB+CD 3r+>
2

2 .
r+ 2r = 3r. Dalje je Pygep = “AD =—%-2r =2 paje

or?
Py:Pupcp =77 = 2m: 9.

D M C
4 C
0
k
A N B A B
Sl. 27 SI. 28

61. Pretpostavimo da Skolu treba sagraditi na mjestu M u A ABC, sl. 28. Tada vazi
AM + MB = AB (1); AM + MC = AC (2), i znak jednakosti u oba slu¢aja vazi samo
ako je M identi¢na sa A. Iz (1) i (2) slijedi 20AM + 20MB = 20AB, 104AM +
10MC = 10AC, odakle sabiranjem dobijamo 30AM + 20MB + 10CM = 20AB +
10AC. Kako je lijeva strana posljednje nejednakosti jednaka desnoj samo u sluc¢aju
kada se M poklapa sa A, (u protivnom vazi stroga nejednakost), zakljuéujemo da
je najekonomicnije sagraditi skolu u mjestu A.

62. 1z jednakosti{1,2,3}1nA={2,3} slijedi 2€A, 3€A i 1¢A. Kako je Ac{2,3,5}, to je
A={2,3}, ili A={2,3,5}.

63. Prema zadatku 1. ¢as je matematika ili istorija; 2. ¢as - matematika ili geogra-
fija; 3. ¢as - geografija ili istorija, pa raspored moZe imati dvije varijante: 1.
matematika, geografija i istorija; 2. istorija, matematika i geografija.

64. Kako je masa 3 vece konzerve jednaka masi 8 manjih konzervi, to je 120 vecih
konzervi isto §to i 320 malih. Masa manje konzerve je 108 000: (320 + 40)

= 300 g; masa vece konzerve: (80 - 300): 3 = 800 g.

65. Da bi broj *13* bio djeljiv sa 36 mora biti djeljiv i sa 4 i sa 9. Zbog djeljivosti
sa 9 zbir cifara mora biti djeljiv sa 9, te u obzir dolazi zbir 9, odnosno 18. To znaéi
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da je zbir nepoznatih cifara 5 ili 24. Zbog djeljivosti sa 4 dvocifreni zavrSetak
mora biti 32 ili 36, te u obzir dolaze brojevi *132, odnosno *136. Dakle, rijec je o
brojevima 3132, 8136.

66. Ucenik je za 3 dana procitao §+f—z+%:§ knjige i 10 stranica. Znaci
10 stranica iznosi % knjige, te knjiga ima 240 stranica.

67. 1z jednakosti {a,b,c}nX ={b,c}slijedi beX i a¢ X, a iz relacije X c
{a,b,c,d, e}, zakljucujemo X = {b,c} ili X = {b,c,d} ili X = {b,c, e} ili
X =1{b,cd,e}

68. Prema uslovima zadatka i podacima sa sl. 29. je:

a+a; = 180° pa je a = 49°. Sli¢no, iz B + B; = 180°, je B, = 101°.

Kako je B +v = a4, to je y = 52°. Takode, y + y; = 180°, pa je y, = 128°. Dakle,
trougao je ostrougli.

SI. 29 SI. 30

69. Za numerisanje prvih 9 stranica potrebno je 9 cifara; za numerisanje od 10. do
99. stranice potrebno je 180 cifara. Kako je 300 — (9 + 180) = 111, to ostaje 111
cifara za numerisanje trocifrenih brojeva. Kako je 111:3 = 37, to knjiga ima 9 +
99 + 37 = 136 strana.

70. Neka su x i 203 + x traZeni brojevi. Tada je, prema zadatku, 203 + x =3x+33,
pa je x = 85 i traZeni brojevi su 85 i 288.

71. Da bi izraz i bio cijeli broj +6 mora biti djelilac broja 3.
Dakle,a + 6 € {-3,-1,1,3}, odnosno a € {-9,-7,-5,-3}.

72.73+3n —n—-3=n*(n-3)—(n—-3)=n+3)(n—1D(n+1). Za

n =2k + 1, k je prirodan broj, dobijamo da je proizvod (n+3)(n—1)(n+ 1)
oblika 8k (k + 1)(k + 2). Kako je k(k + 1)(k + 2) proizvod tri uzastopna prirodna
broja, to je on djeljiv sa 6 (jer je djeljivisa 2 isa3), paje 8k(k + 1)(k + 2) djeljiv
i sa 48.

73. Prema podacima sa sl. 30, povr$ina trougla je P = AZ—'h = % = 7h. Prema us-

lovima zadatka je 7h = 48; h = 12 cm. Primjenimo Pitagorinu teoremu na troug-
love DCB i ADC: DB = VBC? — h? =132+ 122 =5 cm;
x = AC =VAD? + CD? =V92 + 122 = 15 cm.
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74. Rastavimo zadani broj na proizvod prostih faktora: 8316=22-33.7-11. Da bi ne-
ki prirodan broj bio kvadrat drugog prirodnog broja, moraju se njegovi prosti
¢inioci javljati sa parnim eksponentima. Prema tome, broj 8316 treba pomnoziti
sa 3-7-11=231:8316-231= (2-3%7-11)-(3-7-11)=(2 3% 7-11)?>=138622

75. Neka je €D visina jednakokrakog A ABC na osnovicu AC i neka je AE tezisna
duz na krak BC. Tacka T je teziste A ABC, pa vazi: AT = 2AE = = cm. |z A ADT

slijedi DT = VATZ = 4D% = 27 cm, pa je DC = 3DT = 2y7 em. Iz A ADT dobija-
mo AC = VAD? + DC? = 6.cm.

76. Broj uéenika u odjeljenju je (25+23+33)—(7+9+10) =45, sl. 31, jer je svaki od
7 ucenika koji uci engleski i francuski, 9 ucenika koji uci engleski i ruski i 10
ucenika koji u€e francuski i ruski jezik je uracunat u zbir 25+23+23.

77. Kako je & — 2 4 1 - n0i=H(P-D) _ =2)(n-Dn(mtD@t2) -y oy brojniku
) 120 24 ) 30 ) ) 120 ) ) 12_0 .. A

proizvod pet uzastopnih prirodnih brojeva, pa je on djeljiv sa 2, 3, 4 i 5, odnosno

i sa sa brojem 2-3-4.5=120.

78. Neka radnik A uradi sav posao za x dana, a radnik B za y dana. Tada je prema

uslovima zadatka gx + gy iy=x+5 pajex=10danaiy =15 dana.

79. Kako je visina bo¢ne strane je SM = 10 cm, a <OMS = 60°, sl. 32. Trougao
SOM je pravougli sa o$trim uglovima od 30° i 60° pa je on polovina jednakostra-
ni¢nog trougla stranice 10 cm. Odavde slijedi 0S = %\/? =5v3cm, 0S = iSM =

5 cm. Lako, se iz A OMB, izratuna da je OB = % cm; BE = 20B = j—; cm, pa je po-

vr$ina Pggg = @ = %\z/—; 5v3 = 50 cm?.
Sl. 32
A D
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5
6

80. Nekajexzz.i.f ..... ﬂ|y:l§5 ..... ﬂ Kakojez>l;f>§;é>
3 2 4 6 120 3 2° 5 4" 7

£> 1_19, tojexz >xy= 123,456, gﬂ :L. Oda\/de s||Jed| x >i.

121 120 2 3 45 6 7 120 121 121 11

81. Neka su AA,, BB,, redom, tezisne duZi t,, t,, Sl. 33. Primijenimo Pitagorinu
B teoremu na trouglove BB,C i AA,C: t,? =

a+ (g)z 2= (g)z + b2, Sabiranjem ovih
jednakosti dobijamo

a? +Z—2+%+b2 = t,% + 7

2(a® +b?) = t,? + t,2. Kako je a® + b? = ¢?,
to vazi ;CZ =t 2+ tp% e = g(ta2 +ty2);

c2=§-65;6=2\/ﬁcm.

C B,

SI.33

82. Iz jednakosti a+b+c=0 slijedi (a+b+c)>=0; a?+b*+c%+2ab+

2bc + 2ca = 0; a® + b? 4+ ¢? = —=2(ab + bc + ca). Zbog a? + b*> + c*> =1 je

ab +bc+ca=- % Kvadriranjem posljednje jednakosti dobijamo

a?b? + b2c? + c?a® + 2abc(a+ b +c¢) = 5. Kakojea+b +c =0, to e

a’b? + b?c? + c%a? = % Kvadriranjem jednakosti a? + b? + ¢ = 1 dobijamo

a* + b* + ¢* + 2(a®b? + b%c® + c®a?) =1, te je, zbog a®b? + b?c? + c?a? = i

a*+b*+ ¢t = %

83. Kako je abc = 100a + 10b + c,to vazi abc + bca + cab = (a + b + ¢) - 100 +

(a+b+c)-10+(a+b+c)=(a+b+c)-111=(a+b+c)-3-37.Da bi broj

(a + b +¢) - 3-37 bio kvadrat prirodnog broja mora biti (a + b + ¢) = 111, $to je

nemoguce. Dakle, broj abc + bca + cab ne moZe biti potpun kvadrat priodnog

broja.

84. Kako je: x5+y°—x*y—y*x=x5—x*y+y’ —ytx =x*(x —y) +y*(y -

) =(x=-NE-yN =@ -NeE-NE+yE*+y)=x-y*x+ya*+

y?). Kako je x? + y? > 0 i, prema uslovu zadatka, x + y = 0, to je x° + y° — x*y —

y*x = 0, §to je i trebalo dokazati.

85. Trougao ACD je pravougli, sl. 34. Ako je E srediste hipotenuze CD, tada su AC

i ADE jednakokraki trouglovi i AE = CE = ED. Pri tome je «AED =2-15°

(spoljasnji ugao A ACE). Onda je i A ABE jednkokraki (dva ugla po 15°) i AB =

AE. 1z AB = AE = CE i CD = 2CE slijedi da je CD = 2AB.

B
D

Sl. 34
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86. Dati kvadrat podijelimo na 16 kvadrata stranice 1 cm. Kako ima 81 ta¢ka to se
bar u jednom kvadratu nalazi najmanje 6 tacaka. Tih Sest tataka su na medu-
sobnoj udaljenosti koja je manja od duzine dijagonale kvadrata u kojem se nala-
ze. Prema uslovima zadatka, duZina stranice kvadrata je 1 cm, pa je duzina dija-
gonale v2cm. Kako je v2em =~ 1,41cm < 1,6 cm, to se tih 6 tacaka, koje
pripadaju kvadratu stranice 1 cm, nalazi u krugu polupre¢nika 0,8 cm.

87. TransformiSimo dati izraz: xy + 3x —5y+3 =0; xy +3x -5y — 15+ 18 =
0;x(y +3)—5(+3)=-18; (y +3)(x — 5) = —18.
Formirajmo tabelu prema uslovima zadatka:
x—5|-18|-9|-6|-3|-2|-1]18] 9 6 3121
y+3 1 2 3 6 9 [18|-1]-2|-3|-6|-9|-18
X -13 | -4 |-1] 2 3 4 [ 23]14 |11 ] 8 7 6
y -2 |-1]0 3 6 | 15| -4]|-5]-6]-9 |-12|-21
Rjesenja su: (-13,-2), (-4,-1), (-1,0), (2,3), (3,6), (4,15), (23,-4), (14,-5), (11,-6),
(8,-9), (7,-12), (6,-21).
88. Transformi§imo izraz: x3+y3®+2z3—3xy=x3+y3+3xy(x+y)+2° -
3xy(x+y)—3xy= (x+y)3+22—-3xy(x+y+2)=(x+y+2)(x* +y? + 22—
xy—xz—yz) >0, jerje x+y+z=>0, avazi i x2+y*+z2—xy—xz—yz=
;(sz +2y? 4+ 22% — 2xy — 2xz — 2yz) = é((x -2+ (x-2)2+(@z-y)?*) =0
Dakle, x* + y* + z* — 3xy = 0, §to je i trebalo dokazati.

89. Neka je x cetverocifreni broj koji treba dopisati broju 400. Tada se dobijeni
broj moze zapisati kao 4 000 000 + x, x < 9 999. Kako je v4 000 000 = 2 000, to
bi broj ¢iji je kvadrat jednak trazenom sedmocifrenom broju 4 000 000 + x mogao
biti 2 000 + y. Znaci, 4 000 000 + x = (2000 + y)?; x = (4 000 + y)y. Dalje slije-
di:zay=0jex=0;zay=1jex=4001;zay =2jex =8004.Zay =3 jex >
9999. Prema tome, brojevi koji ispunjavaju uslov su: a) 2 000, jer je 2 000% =
4000 000; b) 2001, jer je 20012 = 4004001, ¢) 2002, jer je 20022 = 4008004.

90. Neka je duz €Q konstruisana prema uslovima zadatka, sl. 35, BC = v/3, <ACQ :
«BCQ =1:2 iAQ:BQ =1:3.Nekaje QP||BC i QR||AC. |z datog odnosa slijedi
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XPCQ = 30° «QCR = 60°, paje PQ = %. Iz sli¢nosti trouglova: A AQP~ A ABC
V3 V3

slijedi QP : BC = AQ : AB,j. QP : V3 =1: 4;QP = = RC,paje CQ = 2QP = .

U pravouglom A CPQ vazi CP? = CQ? — QP? = 11; CP= 2 tj.QR =CP = % BR =
BC —RC =3 -2 =22 U pravouglom A BRQ vazi BQ* = BR + RQ* =2, 1.
BQ =§. 1IZAQ:BQ = 1:3s|ijediAQ=§, paje AB = AQ + BQ = 2.

91. Presjek je petougao EFGKL, sl. 36, koji se sastoji od dva podudarna trapeza
LEPK i GFPK sa paralelnim stranicama EL = FG = % PK = 37“ i visinom EP =
2 : 164

PF = aTﬁ. Povrsina presjeka je P = 2 -
Zaa=4cmijeP =5V2cm?.

s

a
Sl. 36 SI. 37

92. (a® + b?):ab = 5: 2; 2a% + 2b? — 5ab = 0; 2a® — 4ab + 2b* — ab = 0; 2a(a —
2b) + b(2b — a) = 0; (a — 2b)(2a — b) = 0. Iz posljednje jednakosti zaklju¢ujemo
dajea=2bilib=2a. Kakojeb >a>0tojeb = 2a. Dakle,
(a+b):(a—b)=3a:(—a)=-3.

93. Neka je m najvec¢i zajednicki djelilac brojeva A=n?+11B=(n+1)*+1.
Tada je m|(B — A), odnosno m|(2n + 1) te postoji prirodan broj k tako da je 2n +
1 = mk, tj. n = 2522 (1). Kako m|A, to postoji prirodan broj ! tako da vazi A = ml,

1
mk—1)2

odnosno n? + 1 =mi (2). Iz (1) i (2) slijedi ml = ("2)" + 1; 4ml = m?k? -
2mk + 1+ 4; m(4l + 2k — mk?) = 5. Na osnovu posljednje jednakosti slijedi m|5.
Dakle, najveci zajednicki djelilac brojevan? + 1i (n+ 1)2+ 1je 1 ili 5.

94. Kako je BE = EC i <AEC = 90°, to je A ABC jednakokraki te je AB = AC =1,
sl. 37. Kako je AD : DB =1:2, to je AD = i DB =2. Primijenimo Pitagorinu

2
teoremu na trougao ADC: DC? = AC%? — AD?; DC? = 1% — G) 1 DC = 2z

3
WI_ VI,
t——=—Ccom-.
3 3

PovrSina A ABC: P = %AB-Dc; P = % 1



114
Boris Cekrlija
Matematic¢ka takmicenja uc¢enika osnovnih $kola Republike Srpske 1995-2019.

95. Neka je a = BC, b = AC i ¢ = AB, sl. 38. Kako je AC, = AB,;,CA, = CB;,
BA, = BC, to vazi AC, = ¢ — BC; = ¢ — (a — CA;) = c — a + b — AC,. Dakle, vazi
AC, = c—a+b—AC, tj. AC, = <22 (1). Slicno, BC, = <2 (2). Kako je ¢? =

2 2
c—a+b c-b+a ab

a? +b?,iz (1) i (2) slijedi: AC, - BC, = =

2 2 2

SI. 38

96. a) Tacka O je unutar A ABC (sl. 39.), vaZi «0CB = 90° — «ABC = «<BAA,.
Kako je AB = 0C to je A CA,0 =A AA,B, pa vazi CA; = AA,. Takode je «CAA =
90, te je A CA,A jednakokraki i pravougli. Dakle, <ACB = 45°,

b) Tacka O je van A ABC, sl. 40, «COB = 90° — «ABO = xBAA,. Kako je OC =
ABtoje A OA;C =A BA;Aivazi 0A; = A;A. Trougao OA, A je jednakokraki i
pravougli te je «A0A; = 45° i <ACB = «A,CB; = 180° — <404, = 180° — 450 =
135°.

o

/1

A B
Sl. 39 SI. 40

97.1zx+y+z =0slijedi x + y = —z, pavazi (x + y)* = (—2)3;

x3 +y% +3x%y + 3xy? = —2%; x3 + ¥ 4+ 3xy(x + y) = —z3. Dalje, zbog

x+y=—-z i x3+y%+2%=-36, slijedi x®+y®—3xyz; xyz=—-12. Dakle,

trazimo cijele brojeve x,y,z tako daje x + y + z =0 i xyz = —12. To su brojevi

1, 3 i —4 i trazene trojke (x,y,z) SU: (1,3,-4), (1,-4,3), (3,1,-4), (3,-4,1), (-4,1,3) i

(-4,3,1).

98. Ako se od 53 data razli¢ita prirodna broja ne mogu izabrati dva ¢&iji je zbir 53,
onda u svakom paru (k,53 — k), k = 1,2,3,-,26 mozZe biti najvise jedan od datih
brojeva. To znadi da najvise 26 datih brojeva mogu biti manji od 53. Nihov zbir
nije manji od 1+ 2 + 3 + --- + 25 + 26 = 351, a zbir ostalih nije manji od

53 + 54 4+ 55 + -+ 4+ 78 + 79 = 1782, pa zbir svih nije manji od 2133 < 2132.
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99.a) M € ACi M % C, sl. 41. Slijedi a > b, jer je >-a-BM >~- b - DM. Sli¢no se

dokaze i obratno, ako je a > b, tada M € AC i M % C. Dakle, A ADM~ A ACB, a
prema uslovima zadatka je

Sl. 41

Pugc : Papw =2 : 1, paje AC : AD =2 : 1, tj. AC = av/Z. Primijenimo Pitagorinu
teoremu na A ABC: BC? = (a + b)? — (av2)?; BC = Vb2 + 2ab — aZ, pa je Pypc =
%-AC -BC =%-a\/f- bZ + 2ab — a2. b) Sli¢no, ako je b > a, tada tacka M € BC,
paje Pasc =3-bvZ-Va?+2ab—b?. c) Ako je a = b, tada je M = C i dobijamo
Pypc = a?.

a

100. Prema uslovima zadatka je AC = AB = -, sl. 42. Trougao ABP je pravougli
sa o3trim uglovima «PAB = 30° i <ABP = 60°, paje AP =%, OA=a, BC =~. Iz
sli¢nosti A ADP~ A ASO je AP : AO = DP : SO, ij.

DP:AP.SOz&:l-\/SAZ—OAZzl-\/bz—az.
A0 4 4 4

Dakle, Pycp = 2+ BC-DP = - 22 1. yj7—a7 = 28 \pr—z,
Specijalno, zaa = 4ib =8 je Pgcp = 3.

101. Neka je AC = BC = a, sl. 43. Tada je Pygc = “2—2 Neka je ND L BC i DB = x,
pa je DN = x. Lako se zaklju¢uje da je A NDQ =A MQC, odakle slijedi QC =
DN = x. Prema tome, DQ = a — 2x. Ozna¢imo sa u = NQ = MQ. Primjenom
Pitagorine teoreme na A NDQ, dobijamo: u? = ND? + DQ? = x* + (a — 2x)* =



116
Boris Cekrlija
Matematic¢ka takmicenja uc¢enika osnovnih $kola Republike Srpske 1995-2019.

2 2 2 2 2
5x2 — 4ax + a? =S(xz—iax+a—=5(x2—iax+4i+a—) =5(x— E0L) +L
5 5 5 25 ' 25 5

H X u? u? 2 2 2 2 a2
Dalje rac¢unamo: Pyng = - Pung : Papc = Sy =utat = (5 (x - —a) + _) :
2

a?. Najmanja vrijednost ovog koli¢nika za x = S € Puno: Page = “? ia?=1:5
B
X
P EEANY
Q .
B
c N A
Sl. 43

102. Neka su a, b i ¢ trazeni brojevi. Tadaje:a+ b =332, b+c=274ic+a=
390. Sabiranjem ovih jednakosti dobijamo 2(a + b + ¢) = 996. Kako je a + b +
c=4981ia+b =332,10je c = 166. Sli¢no dobijamo: a = 224; b = 108.

103. Prema uslovima zadatka, broj a5b4 je djeljiv sa 4 i sa 3. Da bi bio djeljiv sa
4, njegov dvocifreni zavrsetak b4mora bit djeljivsa 4 i, te b € {0, 2,6,8}. (Ne moze
biti b = 4, jer Cetverocifrenom broju a5b4 sve cifre su razli¢ite.) Da bi broj a5b4
bio djeljiv sa 3, njegov zbir cifara mora biti djeljiv sa 3. Dalje zaklju¢uje-mo: za
b=0slijedia=3ilia=6ilia=9.Sli¢no,zab=2jea=1ilia=7;zab=6
jea=3ilia=09;izab=8dobijamo daje a = 1ili a = 7. Dakle, trazeni brojevi
su: 3504, 6504, 9504, 1524, 7524, 3564, 9564, 1584 i 1574.

104. Povrsina 600 keramickih ploc¢ica oblika kvadarata stranice 15 cm je

P =600 - 152 = 135 000 cm?. Neka je potrebno n plo¢ica oblika pravouga-onika
stranica 10 cm i 20 cm. Tada je, prema uslovima zadatka,

P=n-10-20 =n-200. Kako je P = 135 000, to dobijamo n = 675.

105. Prema zadatku odli¢nih je 120, vrlo dobrih i dobrih 252, dovoljnih 40. Nedo-
voljnih je 720 — (120 + 252 + 252 + 40) = 56.

a) b) (RUD\S)USNT).  107. s
‘

Sl. 44 Sl. 45

106.

108. Jedna moguénost je (redoslijed prevoza posjetilaca nije bitan): 1. Lift koristi
jedan posjetilac tezine 80 kg; 2. Lift se vrac¢a prazan u prizemlje; 3. Lift koristi
drugi posjetilac tezine 80 kg; 4. Lift se vraca prazan u prizemlje; 5. Lift koriste
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posjetilac tezak 60 kg i trec¢i posjetilac koji ima 80 kg. Dakle, lift treba preci rasto-
janje izmedu prizemlja i posljednjeg sprata najmanje pet puta.

109. Ako broju n na kraju dopiSemo nulu, on se poveca za 9 puta: n-10=n+9-n.
Dakle, prvi sabirak je (10 001 — 2 801): 9 = 800, a drugi 2 801 — 800 = 2 001.

110. Neka su a i b traZeni brojevi. Tada je, prema uslovima zadatka: 2652 = a - b,
2244 = (a —2) - b. 1z posljednje jednakosti, zbog 2652 = a - b, slijedi 2244 = a -
b — 2b; b = 204. Dalje, iz jednakosti 2652 = a - b, za b = 204 dobijamo a = 13.
Trazeni brojevi su 13 i 204.

111. Neka se tezi$na linija CE i simetrala AD trougla ABC sijeku u tacki F, sl. 46.
U A CAE, prema zadatku, duz AF je visina tog trougla, te zakljuCujemo da je A
CAE jednakokraki; AC = AE. Kako je AE = AB =6cm,toje AC =6 cm.

C

A = B
Sl. 46
112. Proizvod tri uzastopna prosta broja 23, 29, 31 je petocifreni broj. Provje-
ravanjem dobijamo da su trazeni brojevi 7, 111 13: 7-11-13=1001.
113. a) Prema uslovima zadatka je (2,5x — 2)? = (2x)? + (14 — 1,5x)%, paje x =
6. b) Za x=6 dobijamo a(6) = 12, b(6) = 5, c(6) = 13. Za katete a i b i hipotenuzu

¢ pravouglog trougla radunamo polupre¢nik r upisanog kruga: r = 2225 » = 2.

114. Kako je x(x —2y) + y(x + y) — a® = x2(x-2y) + y(x + y) — a®,
x2=a%—6x3+9, y?=a%+6x3+9 i xy=a®—-9, to vazi (a®—6x3+9)+
(a®+6x3+9) — (a® —9) =27; —6(x3 —y3) + 27 = 27; 6(x% — y3) = 0. Kako je
B2—yi=(—-y)x?+xy+y?) i x—y=0, to slijedi x(x —2y) +y(x+y)—
a® = 27, $to je i trebalo dokazati.

115. a) Neka je AD visina na krak ¢B jednakokrakog A ABC (AC = BC), sl. 47.
Trougao ADC je pravougli sa o$trim uglovima 30° i 60°. Kako je AC = 1 cmto je

AD =0,5cm,CD = ‘/; cm,paje DB = %E cm.
c

Sl. 47
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b) Primijenimo Pitagorinu teoremu na pravougli A ABD: AB? = AD? + DB? =
2 2
() + (ﬂ) = %29 naje AB = V2 — V3 cm. Neka je h visina jednakokrakog

2 2 4

A ABC. Tada je njegova povr§ina P = Ai—'h, odnosno P = CB;D ivazi AB-h=CB-
: CB-AD ; 1 : PR S - .
AD,fj. h==—=pajeh = by Racionalisanjem nazivnika dobijamo:
= R = A R o R (G (o)) KR W=
W23 J2—v3  2(2—V3) 2+v3  2(2-V3)(2+V3) 2 =T

116. Neka su tacke S i 0, redom, centar upisanog i centar opisanog kruga oko tro-
ugla ABC, sl. 48. Prava 0S je simetrala duzi AB, OSNAB = {D},paje OA = OB i
<DAS = <«DBS, tj. £ =L, o = p. Znaci A ABC je jednakokraki i AC = BC, a tatka
C pripada pravoj 0S. Polupreénici 0OA i OC upisanog kruga su jednaki, pa je
K0AC = «0CA, tj. 37“ = %, 0dnosno y = 3a. Iz zbira unutra$njih uglova slijedi
a+a+3a=180%pajea=36%iy=108°

c

Sl. 48

A B
D

o

117. Neka je A Cetvorocifreni broj, a n prirodan broj tako da, prema uslovima
zadatka vazi: 21- A = n®. ZakljuCujemo da je A = 212 - m, gdje je m kub nekog
prirodnog broja. Kako je 4 ¢etverocifreni broj, to je m = 23 = 8, jer zam # 8 broj
A nije Eetverocifren. Dakle 4 = 212 - 8 = 3528.

118. Grafici datih funkcija grade A ABC, sa koordinatama A(3,0), B(7,7) i ¢(0,8),

sl. 49. Uocimo trapez ODBC i trouglove 0AC i ADB. Njihove povrsine su Pyppc =
@'OD :%,7 :1;&; Posc = OA%OC :32;8: 12 Pup _ AD'DEB :42;7: 14; pa

vazi: Pypc = Popec — Poac — Paps = 5

{e

Sl. 49
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119. Neka je R polupreénik kruga upisanog u jednakostraniéni A ABC, sl. 50,
trougao AOD je pravougli sa ostrim uglovima 30° i 60°. Kako je A0 = 2r,

AD =228 = 13, DP=0D =7 i AP =AD+DP =1cm, slijedi rV3+r=1;

—1r=-1 pajer=_L .Y31_¥31
r(\/§+1)—1,r—\/§+1, PaJer = i~ 2
C
AN
A D P B

Sl. 50
120. Prema uslovima zadatka je M = (a + b+ ¢) - H, gdje je H visina prizme, i
vazi 96 = 16 - H, H = 6 cm. Povr§ina osnove: B = \/s(s — a)(s — b)(s — ¢), gdje je

= “*;’”, paje B = 12 cm?. ZapreminaprizmeV =B-H =126 = 72 cm®.

121. Ako su a, b i c ivice kvadra, a d njegova dijagonala. Prema uslovima zadatka
jea:b:c=2:3:61id=VvaZ+b2+c?, tj. a =2k, b =3k, c =6k, gdje je k
prirodan broj te vazi d = \/(2k)% + (3k)? + (6k)? = 7k. Odavde dobijamo k = 6,
paje a=12cm, b =18 cm i ¢ = 36 cm. Dakle, povr$ina dijagonalnog presjeka
kojem pripada najduza ivica:

D =c-ya?+b? =36-122 + 182 = 213V13 cm?.

122.
a) 115 14131 2| b)Svakiod tako dobijenih petocifrenih
312115 4| brojevajedjeljivsa 3, adobijeni zbir se
5 | 4 | 3] 2 1| zavrSava cifrom 5. Dakle, zbir je djeljiv
2 |1[5[4[3] sals.
4 312]1]5

123. Unakrsni uglovi su jednaki i neka je « ostar, a g tup ugao. Prema uslovima
zadatka je 2a = g, te je tupi ugao g Cetiri puta vec¢i od o$trog ugla a, tj. g = 4a.
Kako je a + g = 1809, to je, zbog g = 4a; 5a = 180°, odnosno a = 36°, pa je
B =114°,

124. Ako 5 autobusa i 2 trolejbusa prevezu 300 putnika, onda ¢e 10 autobusa i 4
trolejbusa prevesti 600 putnika. Ako 2 autobusa i 3 trolejbusa prevezu 230 put-
nika, onda ¢e 10 autobusa i 15 trolejbusa prevesti 1150 putnika. Dalje zakljucu-
jemo da ¢e 11 autobusa prevesti 1150—-600=550 putnika, te ¢e jedan trolejbus pre-
vesti 50 putnika (550:11), a jedan autobus 40 putnika.
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125. Kako je 7890 = ABCD + ABC + AB + A = (10004 + 100B + 10C + D) +
(1004 + 10B + 1C) + (104 + B) + A = 11114 + 111B + 11C + D. Dakle, 11114 +
111B 4+ 11C + D = 7890 (1). Odavde slijedi daje A =7, te je 111B+11C+ D =
113 (2). 1z (2) slijedi B = 1,te je 11C + D =2 (3) 1z (3) slijedi: C =0i D =8, pa
je ABCD = 7102.

126. Kako je 140 =2-2-5-7,t0 SU 4, 5 i 7 jednocifreni imenioci trazenih razlo-

maka. Tada je, prema uslovima zadatka,
Gplbpc 35, 28 206 B o vazi 35a + 28b + 20c = 83. Kako je 35 + 28 +
4 5 7 1_40 140 140 140 . . 11.1 1 1 1 83
20=83,t0jea=1,b=1,c=1. Trazenirazlomcisu =, -i-:~-+-+-=—.
4'5 7 4 5 7 140
127. Trocifreni broj n je djeljiv sai 3 i sa 5. Cifra jedinica ne moze biti 0, jer tada
n nije trocifren broj. Dalje zakljucujemo da je cifra jedinica i stotica 5. Da bi tra-
zeni broj bio djeljiv i sa 3, zbir cifara mora biti djeljiv sa 3. Dakle, trazeni brojevi
su 525, 555, 585.

128. Neka je ABC trazeni trougao, sl. 51. Uo¢imo jednakokraki pravougli trougao
CC, B ipravougli trougao AC; C (sa ostrim uglovima 30° i 60°%). Prvo konstruiS§emo
trougao CCyB ¢ija je kateta poznata (h;). Zatim konstruiSemo trougao AC;C,
kome su dati ostri uglovi i kateta CC;, = he.

C

SlI.51
129. Prema uslovima zadatka je Oap4, = a +§+ t=17,0p4,c =t +§+ b =19,
gdje SU Ogpa, 1 044, Obimi trouglova ABA, i AA,C. Sabiranjem jednakosti a + g +
t=171i t+§+b= 19 dobijamo 2t + a + 2b = 36, pa je t = 7 cm, zbog O4pc =
22cm. Zat=7cm iz t+§+b =19, dobijamo b =8 cm, a iz a+§+t= 17 je
a=6cm.
130. Neka je x traZeni broj. Tada je, prema uslovima zadatka:
(((10 x+8):13)+5):11=21; (10 x+8):13=21-11-5; 10 x+8=(21-11-5)-13;
10 x=(21-11-5)-13-8; 10 x=2930; x=293.
131. Broj 30 je najmanji zajednicki sadrzalac za 6 i b, te vazi b €{5, 10, 15, 30}.
Zab=5jet—2=— 222 =~ 50—12 = 1. Odavde slijedi da a nije prirodan
broj. Shcno zab=10ib= 30 S|Ijedl da a nije prirodan broj. Najzad za b = 15

5 30’ 30
dobijamo daje a = 1ivaziz—2=—.
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132. 1z jednakosti 2b = c + a slijedi ¢ = 2b — a. Kvadriranjem ove jednakosti
dobijamo ¢? = 4b% — 4ab + a®. Kako je c? = a® + b% 10 iz ¢* = 4b* — 4ab + a?
slijedi 3b% = 4ab. Kako je trougao pravougli njegova povrsina je P = %b; 2P = ab;
ab = 108. Dakle, 3b2 = 432; b =12cm. |z ab =108,za b =12 cm, je a =9 cm,
te je, zbog ¢? = a? + b?, ¢ = 15 cm. Obim: 0 = 36 cm.

133. Kako je 4 + 7v3 = (2 +V3)", to se iz x? + v3 = /7 + 43 dobije
2 +3=7+ /(2+\/§)2;x2+\/§=7+2+\/§;x2=9,tej6x=3i|ix=—3.

134. Desnu stranu nejednakosti mozemo pisati

ab + bc + ca < ¢? + ¢%. Kako je, prema uslovima zadatka, b? + a? = ¢?, to iz
posljednje nejednakosti slijedi: ab + bc + ca < a? + b? + ¢?; a® + b* + ¢ —ab —
bc — ca > 0. Takode vazi a? + b% + ¢2 —ab — bc — ca = %(Za2 +2b% + 2¢? —
2ab — 2bc — 2ca) = %((a2 —2ab + b?) + (b? — 2bc + c?) + (c? — 2ca + a?)) =
~((a—b)? + (b — ¢)? + (c — @)*) = 0. Dakle, nejednakost a2 + b2 + ¢ — ab —
bc — ca = 0 je ekvivalentna nejednakosti (a — b)? + (b — ¢)? + (c — a)? = 0.

135. Kako je MP? = MA? — AP? i MP? = MB? — PB?, odnosno MQ? = MB? — BQ?
i MQ? =MC?*-CQ? to je MA?— AP? = MB?* — PB?, odnosno MB? — BQ? =
MC? —cQ?. Dalje je, 72 — x* = 132 — (a — x)?, 132 — y2 = 172 — (a — y)?, 0dnos-
no a?—2ax =120; a® —2ay = 120. Odavde je a? —2ax = a®? —2ay; x =y.
Dakle, A APM je jednakokraki i tacke A, M i C su kolinearne te vazi

AC = AM + MC = 24 cm, pa je av2 = 24 cm i slijedi P = a? = 288 cm?.

136. Jedan mali traktor uzore prvu njivu za 40 dana (8-5 dana). Jedan veliki
traktor uzore istu njivu za 15 dana (5 -3 dana). Jedan mali traktor za jedan dan

uzore % prve njive. Jedan veliki traktor za jedan dan uzore % prve njive. Dva mala
i tri velika traktora za jedan dan uzoru - 2 +— prve njive, $to iznosi - te njive.

Dakle, dva mala i tri velika traktora uzoru tu njivu za 4 dana. Druga njiva ima 3,5
puta vecu povrsinu i 2 mala i 3 velika traktora ¢e uzorati za 14 dana (4 - 3,5 dana).

137.Zax > 0je|x| = x,tejex? + 1 =1;x2 = 0; x = 0. Dakle, za x > 0, jednacina
nema rjesenja. Za x <0 je |x| = —x, te je —x2+1=-1; x =2 ili x =—2.
Dakle, za x < 0, rjedenje jednadine je x = —V/2.

138. a) Kako je P(x) = ax? + bx + c i P(0) = 35; P(1) = 24; P(2) = 15, to vazi
c¢=35, a+b+c=24, 4a+2b+c=15. Rjesenja ovog sistema jednacina su
a=1,b=-12,c = 35.

b) P(x) =x?—12x+35=x2—7x—5x+35=x(x—7) = 5(x —7) =

(x —7)(x = 5). Zax = 2k — 1, gdje je k cijeli broj, vaziP2k — 1) = 2k —1-17) -
(2k—1-5)=(2k—8)-(2k—6)=4-(k—4) - (k—3). Uotimo da su k—4 i
k — 3 dva uzastopna cijela broja i jedan od njih je djeljiv sa 2. Dakle,

4-(k—4)- (k—3) jedjeljiv sa 8 za cijeli broj k.
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139. Kako je a?b3c =3%-27 i ab?c®*=3-27, to vazi ZZZZ; = 332_'2277; ab? = 3c2.
Takode vazi a?b3c = (ab)?- bc = 3- 27, te je, zbog ab? = 3c?, (3¢?)? - bc = 3 - 27,
odnosno b-c®>=27. lzc=slijedidajec<3.Zac=1,izb-c> =27, slijedi b =
27. Dalje, izab?c® =3-27,zac = 1ib = 27, dobijamo da a nije prirodan broj. Za
c=2,izb-c5 =27 dobijamo b = 4. Najzad, zac = 2 i b = 4 iz jednakosti ab?c® =
3-27 dobijamo a = 3.

140. Neka su hg, hy, h. visine koje redom pripadaju stranicama a, b, ¢ trougla
ABC.Kakoje hy: h,:h,=6:4:3,t0jec: b:a=6:4:3.

Iz posljednje proporcije slijedi ¢ = 6k, b = 4k, a = 3k, gdje je k prirodan broj.
Kako je prema uslovima zadatka a + b + ¢ = 130, to je 6k + 4k + 3k = 130, {j.
k =10. Dalje dobijamo: a=30cm, b=40cm i c=60cm. Primijenom
Heronovog obrasca za izraunavanje povrSine trougla, dobijamo:
P=ys-(s—a)-(s—b)-(s—c),teje

P =,/75- (75— 30) - (75 — 40) - (75 — 60) = 225v/35 cm?.

141. Neka su P, i P, dijagonalni presjeci. Tada je, prema uslovima zadatka,
P,=d,-H=88 cm?i P, =d,-H =66 cm? Kvadriranjem i sabiranjem ovih
jednakosti dobijamo H? - (d,* + d,*) = 88% + 662 = 12 100. Za dijagonale osnove
romba je a? = ‘%2 + ‘%2, 0dnosno 4 - a? = d,* + d,*. Kako je omota¢ prizme M =
4-a-H, to iz H?-(d,® +d,*) =12100, pa je 2-a-H = 110. Dakle povrsina
omotaca prizmeje M =2-(2-a-H) =2-110 = 220 cm? .

142. Dati broj ima 9+2-21=51 cifru desno od decimalnog zareza. Poslije precrta-
vanja 47 cifara ostace 4 cifre desno od decimalnog zareza. Ne mogu sve Cetiri
cifre bit 0, jer medu decimalama su svega tri 0. Znaci da je bar jedna cifra razlicita
od 0, jer poslije tre¢e 0 nema viSe decimala. Dakle, da bi broj bio najmanji potreb-
no je precrtati cifre tako da tre¢a decimala u novom broju bude 1. Prema tome,
precrtacemo sve cifre osim onih koje se nalaze na 11, 22, 33.1 51. mjestu, a to su
nule. Na taj nacin ¢emo dobiti broj 0,0010.

143. Suva materija koja ne isparava, predstavlja 36% od 2,25 ¢, tj. p = 36%. Kako

jeG=225¢tojep =2 = 22536 _ 081 ¢, Ova kolicina poslije susenja &ini 54%
100-P;

100 100
od tezine stabla (46% je voda). Dakle, p, = 54%, P, =081¢t, G, = S
1
100-0,81

= 1,5 t. Tezina stabla se smanjila za 2,25¢— 1,5t = 0,75 t.

144. A = abcd = 1000a + 100b + 10c + d; B = dcbha = 1000d + 100c + 10b + a,
gdje su a,b, ¢, d, cifre, a#0id # 0. Tada je, A— B =999(a —d) + 90(b — ¢) =
90. Dalje zakljuujemo da je a=d=1, pa iz jednaCine 999(a —d) +
90(b — ¢) =90, slijedi b — ¢ = 1. Da bi broj A bio najveé¢i mora biti a = d = 1.
Prema uslovima zadatka zbir b + ¢ treba biti najmanji. Dakle, zbog b — ¢ =1,
zbirb+c=c+1+4c=2c+1jenajmanjizac=0.Dalje,zac=0,izb+c=1,
dobijamo b = 1, paje A = 9109.
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145. Od 900 trocifrenih brojeva 128 ih je djeljivo sa 7, (900 = 7128 + 4).
Trocifreni brojevi djeljivi sa 7 su: 105, 112, 119,..., 980, 987, 994. Neka je 4 =
10541124+ 119 + .-+ 980 + 987 + 994. Takode vazi A =994 + 987 + 980 +
-+ 119 + 112 4 105. Sabiranjem ovih jednakosti dobijamo 24 = (105 + 994) +
(112 +987) + (119 + 980) + -+ + (980 + 119) + (987 + 112) + (984 + 105);

A =64-1099 = 70336

146. Neka su u pravouglom A ABC («C=90°), €D visina, a CM tezi$na duz, sl.
52. Kako je CM = MB. 10 je A CMB jednakokraki te vazi <MBC = <MCB = U
pravouglom A ADC vazi a +90° + x = 180°, odnosno x = 90° — a. Kako je
a+ B =90° to je x = 3. Dakle, visina €D sa katetom AC gradi ugao g koji je
jednak uglu koji gradi tezisha duz CM sa katetom BC §to je i trebalo dokazati.

SI. 52 SI. 53

147. Broj 1 998 000 podijeljen sa 7-8-9=504 daje ostatak 144. Ako broj 1 998 000
uveéamo za x = 504 — 144 = 360 dobi¢emo broj 1 998 360 koji je djeljiv sa 504,
tj. sa ¢iniocima proizvoda 7-8-9. Takode, broj 1 998 360+504=1 998 864 je djeljiv
isa7isa8isa9. Dakle, 1998 360 i 1998 864 su trazeni brojevi.

148. Kako je 999 < ROMB < 1000, to je 999 < (R + 0 + M + B)* < 1000,
0dnosno 5 < R + 0 + M + B < 10. Dakle ¢etverocifreni brojevi ROMB, mogu biti
6* = 1296, 7* = 2401, 8* = 4096 i 9* = 65611. Od ovih brojeva jedino broj 2401
zadovoljava uslove zadatka. Dakle, ROMB = 2401.

149. Neka su a i b cijeli brojevi ¢iji je zbir djeljiv sa 10. Tada je a + b = 10k, gdje
je k cijeli broj. 1z a* — b? = (a — b)(a + b) = 10k(a — b), to zakljuujemo da je
broj a? — b? djeljiv sa 10. Dakle, brojevi a? i b? se zavr$avaju istom cifrom.

150. Produzimo stranice BC i AD do presjeka M, sl. 53. Trougao ABM je jednako-
straniéni, stranice 6 cm. Stranice pravouglog trougla CDM su: DM =2 cmi CD =
2v/3 cm . Povr$ina Cetverougla je razlika povrSina trouglova ABM i CDM. Dakle,

2. . . . .
P= %g - %E = 7v3 cm?. Neka je DN normala iz D na AB. Pravougli A AND je

podudaran A MDC, pa je AN =2cm i DN = 2+/3 cm. Primjenom Pitagorine
teoreme na trouglove BDN i ACD slijedi: BD = 2v/7 cm, te je AC = 2v/7 cm.
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151. U pravouglom A ABC su katete BC = a i AC = 3a i hipotenuza AB = c, pa
je c? = a?+ b? = 10d2.

Sl. 54

Neka su M i N dodirne tacke krugova sa zajedni¢kom tangentom, sl. 54, 0 i S cen-

tri krugova i p podnozje normale iz O na SN. Polupre¢nici krugova su OM :g i

SN =2 =2 pajeSP = SN — NP = SN — OM = a. Duz 05 je srednja linija A ABC

2

i 05 =<1z A OPS racunamo: 05> = 0P> + 5P?; (£)" = (4V6)" + a?, jer je 0P =

MN = 46 cm, ¢? = 384 + a?, odnosno 10a? = 384 + 4a?, paje a=8cm, b =

24 cm i ¢ = 8V10 cm. Obim A ABC: 0 = (32 + 8V10) cm.

3a-1
2

<10;t.0<a<4iz2<

. Prema uslovima zadatka
3a-1
2

152. 1z prve jednadine je x = 2a + a, aiz druge x =

jez<2a+2<10i2<*=

153. Neka je A, skup brojeva djeljivih sa 2, A; skup brojeva djeljivih sa 3, a B
skup svih brojeva koji nisu djeljivi ni sa 2 ni sa 3. PrikaZimo te skupove Veno-
vim dijagramom, sl. 55. Prema uslovima zadatka je:

a)c+d=§n; b)a+d=§n;
Ob=427, dyd=:n.
Saberimo ove jednakosti: (a+b+c+d)+2d =<n+2n+427+-n. Dalje,

<10,pajes<a<7.

zhoga+b+c+d=nid :én,slijedin=735.
S

N

(4 Y

)

Sl. 55
154. U ravni je dato 16 tacaka, koje ¢emo oznaditi brojevima od 1 do 16. Odre-
dimo prvo broj trouglova koji se mogu formirati od 16 tacaka od kojih nikoje tri
nisu kolinearne. Prvo tjeme A; se formira iz skupa {1,2,3,..,16}, na 16 nacina.
Drugo tjeme A; se formira iz skupa {1,2,3,..,16}\{ A1}, jer se A: ne moze pono-
viti, na 15 nacina. Trece tjeme A3 se formira iz skupa {1,2,3,..,16}\{A1,A2}, na 14
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nagina. Broj tako formiranih trouglova je ~*>=* = 560. Proizvod smo dijelili sa

6, jer svaki trougao smo brojali 6 puta (ABC, ACB, BCA, BAC, CAB, CBA). Kako
na svakoj stranici ima po 4 trojke kolinearnih tacaka koje kao tacke ne odreduju
trouglove, to je datim tackama odredeno 560-4-4=544 trouglova.

155. Jednacina prave p, koja prolazi kroz koordinatni pocetak je y = kx. Tacka
T(4,5), pripada toj pravoj i vazi k = %. Jednacina prave p;: y = gx. Neka prava p,
sijece osu Ox u tacki A(a,0), sl. 56. Povriina A OAT je Poyy = 212 =1 5, 1.
5=20,teje|al =8, pajea=8ilia=—81ikoordinate tacke A su (8,0) ili (-8,0).
Jednagina prave p, koja sadrzi tacke T(4,5) i A(8,0) jey = — ;x + 10. Ako prava
p, sadrzi tacke T(4,5) i A(8,0) njena jednadina je y = f—zx + 13—0.

156. Prema uslovima zadatka i podataka na sl. 57 vazi:

1. «1 = «2 (periferijski uglovi na jednakim kruznim lukovima)

2. «1 je zajednicki ugao za trouglove ABN i ABM.

3.1z 1.i 2. slijedi AABN~AABM, te je AB: AM = AN : AB, odakle je AB2=AM-AN,
AB?=25, AB=5 cm. Kako je Oasc=a+2b i AB=b-5, 10 je a=6 cm. |z pravouglog trougla
ABA: dobije se AA1=h=4 cm. Povr$ina trougla ABC: P = % = 12 cm?. Kako je P=rs,
gdje je s=(a+2b) :2=16 cm, a r polupre¢nik upisanog kruga to je r=3,5 cm. Dakle,
povr$ina kruga upisanog u trougao ABC je P, = 3” cm?.

157. Prvo nalazimo BUD={1,4,6,7,8} i ANC={2,5}. Iz uslova SN(BUD)=y, slijedi

§c{2,3,5}, a iz (ANC)\S= zaklju¢ujemo da Sc{2,3,5}. 1z {3}\S=(3} slijedi 3¢S.
Konacno je S={2,5}.

158. Ako je u x redova zasadeno 30 vocki, onda je ukupno 30 x vocki. Prema da-
tom uslovu formiramo jednaéinu: 35(x-3)=30 x+50. Odavde je x = 31.

159. 1z uslova x =2(90 — x) slijedi x=36°. Za njemu suplementan ugao vazi
y = 180° — x = 144°. Ugao x je Cetvrtina ugla y = 2(900 - x).

A
k
3
y
P1 h
o)
T(45) r r
O
A@,0) r
X 1 .
© o P2 B M A, C

Sl. 56 SI. 57
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160. TraZe se ¢etverocifreni brojevi oblika 4 =« 2 Kako je 4+2=6, a brojevi mo-
raju biti djeljivi sa 9, to zbir dvije nepoznate cifre mora biti 3 ili 12. Te uslove
zadovoljavaju sljede¢i brojevi: 4032, 4302, 4122, 4212, 4392, 4932, 4482,
4842,4572,475214662. Imaih svega 11.

161. Prva cifra moze biti 2, 4, 6 ili 8. Dakle, imamo 4 mogu¢nosti. Druga cifra
moze biti 2, 3 ili 7, opet imamo 4 moguénosti; za trecu cifru mozemo uzeti neku
od 5 neparnih cifara, a za Cetvrtu 4, 6, 8 ili 9, dakle 4 moguénosti. TraZzenih bro-
jeva ima ukupno: 4-4-5-4=320.

162. Rastavimo 140 na proste ¢inioce: 140=2-2-5-7. Og¢igledno, jednocifreni
imenioci trazenih razlomaka mogu biti: 4, 5 i 7. Imamo uslov:
c 199 35a+28b+20c 199

242451 odnosno = —. Dakle, prirodni brojevi a, b i ¢ moraju
4 5 7 140 140 140

zadovoljavati uslov 35a + 28b + 20c = 199. Slijedi da je a neparan broj i a<5,
b<6, c<7. Broj 35a se zavrSava cifrom 5, i 20c cifrom 0, pa se 28b mora
zavrSavati cifrom 4. Dalje slijedi da je b=3. Tada je 35a+20c¢=115, pa mora biti
a=1, jer je ve¢ 35-3=105. Konacno je c=4, paje s +2+> ="

163. Ako je posao zavrSen za Sest dana, onda je prvi radnik uradio % = g posla.
Drugi radnik je za dva dana zavr$io dvije petine posla. Ako mu za cijeli posao
treba x dana, onda on za jedan dan zavrsi i dio, pa iz jednacine )2—5 = g, dobijamo

x = 5dana.

164. Neka je €D hipotenuzina visina i CM tezisna duz, sl. 58. Tacka M je centar
opisanog kruga i CM=MB, pa je «BCM=@. U pravouglom AACD je <ACD=90° — a =
B. Dakle, simetrala pravog ugla ACB polovi ugao izmedu visine i teZi$ne duZi, pa
je trazeni ugao 16°.

C

SI. 58

165. Oba trocifrena broja su oblika = 75 = ili = 70 i zbir cifara im je djeljiv sa 9.
Dakle, to mogu biti samo brojevi 675 i 270. TraZi se broj kod koga je prvi broj
manji, pa je broj telefona 270 675.

166. Tranformisemo dati polinom: (x2+ 4x+4) +y? + (z2 — 10z + 25) +
1970 = (x + 2)? + y? + (7 — 5)% = 0, jer kvadrati brojeva su vedi ili jednaki nuli.
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Odgovarajuce vrijednosti promjenljive su: x = -2,y =01iz = 5.

167. Polaze¢i od formule za povrinu pravouglog trougla, kome je ¢ hipotenuza i

. i 2
h odgovarajuca visina, imamo: a-b=c-h, odakle je a?-b? = c2- h? ili iz =—.
h a“-b
2 2.2 e .1 a?+p? _ a® b2 1 1
Kako je c? = a® - b?, dobijamo: = = =+ ==+

Sl. 59

168. Neka je S presje¢na tacka dijagonala, sl. 59. Lako se dokazuje da su trouglovi
SCD i SAB jedanakokraki, i kako je «ACD =30° = «CAD = «ABD. Ali, i A ACD
je jednakokraki, jer je AD = CD =3 cm, pa je <DAC = <ACD = 30°. Slijedi je
< ADB = 90°, pa je A ABD polovina jednakostraniénog trougla te je AB = 6 cm i

BD = 3v/3cm.
169. Kakojea < b.tojea—b<0i %Z < 0. Iz datog uslova dobijamo:

2a® + 4ab + 2b% = 9ab | 2a% — 4ab + 2b> = ab; (a+b)* =22 i (a—b)? ==

Daljeslijedia+b=3\/§ia—b=—E,(zboga—mo),pajeg:-s.

170. Neka je S presjecna tacka dijagonala osnova i NM visina trapeza, sl. 60.
Prema Talesovoj teoremi tacka S dijeli visinu MN=9 cm na odsjecke MS i SN tako
daje MS:SN=AB:CD=16:8=2:1.Dakle, SM=6 cm i SN=3 cm. Iz pravouglog

A SDN, gdje je DN = % = 4 c¢m, dobijamo SD=5 cm=SC. 1z pravouglog A CVS ra-
Cunamo: SV? = CV? — SC? = 132 — 52 = 144; SV = 12 cm. Zapremina piramide:
1 AB+CD

Vzg- 5 “MN -SV =432 cm?.
D N c
A M B
Sl. 60

171. Zan > 2 zbir kvadrata pet uzastopnih prirodnih brojeva mozemo izraziti kao:
=222+ m-1D2+n*+m+ 1%+ +2)? =5n? + 10 = 5(n? + 2). Oc¢igledno
ovaj zbir je djeljiv sa 5, pa bi morao biti djeljiv sa 25, ako predstavlja kvadrat pri-
rodnog broja. Treba da (n? + 2) bude djeljivo sa 5, odnosno da posljednja cifra
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broja (n? + 2) bude 0 ili 5. To nije moguce, jer ne postoji broj n, takav da se n?
zavr$ava cifrom 8 ili 3. Time je tvrdenje dokazano.

172. Kako je 2x? — 4xy — xy + 2y?* = 2x(x — 2y) — y(x — 2y), to vazi
(x — 2y)(2x — y) = 5, §to daje sljedece moguénosti:
e2y=1 g ST gy T e
2x-y=5 2x-y=1 2x-y=-5 2x-y=-1
Rjesavanjem ovih sistema jednacina dobijemo trazene parove:
(3,1), (-1,-3), (-3,-1) i (1,3).

173. Trecina od 51210 je 17070, a dvije treéine iznose 34140 dinara. Trgovac
je ovako pazario: na 34140 dinara je zaradio 34140:20=1707 dinara,ana 17070
dinara izgubio 17070:30=569 dinara. Zaradio je 1707-569=1138 dinara.

174. Broj b treba da bude takav da najmanji zajednicki sadrzalac za b i 30 bude
broj 30. Dakle, moze biti b=5 ili b=15, ili b=20, ili b=30. Neposrednom provje-
rom utvrdimo da je b=15 jedino rjesenje. Tada je a=1.

175. Prema sl. 61. vidimo da iz datog uslova, BS=5A4S, zbog CS=AS, slijedi da je
BC=2AC. 1z uslova BC-AC=2 cm, slijedi AC=2 cm i BC=4 cm, pa je AB=6 cm.

45 C B
Sl. 61

176. Broj koji pri dijeljenju sa 200 ili pri dijeljenju sa 240 daje ostatak 50 je broj
oblika s - k + 50, gdje je s najmanji zajednicki sadrzalac za brojeve 200 i 240, a
k je prirodan broj. Buduéi da je s = 1200, traZeni broj je: x = 1200k + 50 i 3000 <
x < 4000. Odavde je k = 3, $to znaci da je na$ uéenik imao 3650 dinara.

177. Ako je Dejan imao x dinara, Zeljko je imao (900 — x) dinara. Prema zadatku
je2x +2-(900 — x) = 300, paje x = 400. Dejan je imao 400, a Zeljko 500 dinara.

178. Moguce vrijednosti za a su: 3, 4, 6, 7 i 8. (Nije moguée a = 1 ni a = 2, jer

je desna strana jednakosti manja od 1,5. Zaa = 5 ili a = 9, nije moguce svesti
na imenilac lijeve strane na 56). Za a = 3 imamo uslov: §+§= % :%.
Odavde je 56 + 8b = 60 + ¢, 0dnosno 8b = 4 + c. Jedino rjesenje, koje podrazu-
mijeva jednocifrene brojeve b i c je b =1 i ¢ = 4. Samo u slu¢aju a = 8 imamo
dva rjeSenja: iz%+§= 21;6817 = Gzzc, tj.izje21+8b=60+c,ili8b =39 +c, do-
bijamo b =5, ¢ =1, ili b =6, ¢ = 9. Sli¢no odredimo i ostala rjesenja: (3,1,4),

(4,3,6), (6,5,8), (7,5,4), (8,5,1) i (8,6,9).

179. Ako je O tacka u kojoj se sijeku simetrale uglova aci g, sl. 62, iy = 90°, tada
traZzeni ugao predstavlja spoljasnji ili unutrasnji ugao kod tjemena O u A AOB.
Kako je «AB0O = g i <BAO = g Ako je ugao ¢ spoljasnji ugao A AOB, onda je

¢ =2+L=2(a+p) =2(180° —y) = 1 (180° — 80°) = 50°.
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180. Neka je CS simetrala ugla ACB, sl. 63. Dokazacemo da je A CDE
jednakokraki ako je M, M+S, bilo koja tacka duzi AB. U sluéaju sa slike imamo
jednake uglove SCD i CDE (naizmjeni¢ni) i drugi par: XACS = <AED (saglasni).
Budu¢i da je «CDE = «CDE, trougao CDE je jednakokraki.

N E
. [4 D
D
: 8
A S M g A £ 8

Sl. 62 SI. 63 Sl. 64

181. Sredivanjem dobijamo da je dati zbir:

4n?+12n+14=(4n*+12n+9) + 5= (2n+ 3)? + 5. ZakljuCujemo da cifra
jedinica broja 2n + 3 mora biti 5, tj. 2n + 3 = 10k + 5. Odavde je n = 5k + 2, t].
svaki prirodan broj koji pri dijeljenju sa 5 daje ostatak 1, jeste rjeSenje zadatka.
To su dakle brojevi 1, 6, 11, 16,---.

182. Ako je duz AB = 5 cm oshovica, BC = 5 cm krak i AD = 4 cm vising, sl. 64.
Primjenom Pitagorine teoreme na A ABD dobijamo:
AB%* — AD? = BD?; BD =3 c¢m. Sada iz b?— (b—BD)* = AD? slijedi: b =

25 . .
- pappovrsmaP:%-b-AD =% cm? .

=1 1 1 .. . v . .
183. Kako je = — — = ——, to se dati izraz u zagradi moze transformisati:
n  n+l n(n+1)
r_r 1 1,1t Lt oyt gt _1os8
1 2“ 2 3. 3 . 3 . 199.7 199.8 1998 1999 - 1999 - 1999
Poslije sredivanja dobijamo jednacinu
1988 1988

@-lx—n =23, odnosno |[x — 1| =23, pajex—1=23ilix—1=-231i
rjeSenja jednacine SU x = 24 ili x = —22. Povr§ina romba ne mozZe biti negativna,
pa je P =24cm? . Sada iz o2 = 24, za d, = 6 cm. dobijamo d, = 8 cm. Dalje,
primjenom Pitagorine teoreme, izraCunamo stranicu romba: a = 5 cm.

2
184. x*0 — x>+ x? —x+1= (x“’—x5+%)+(x2—x+%)+§= (xs—%) +§> 0.
185. Kako je 1+2+4+3+-+m+2)+(n—-1)+n=n(n+1):2, to, prema
uslovima zadatka vazi n(n+1)=2-n- (n+l)=2@aa=2-aaa =2-a-111 =
2-3-37-a, gdje je a prirodan broj manji od 10. Dakle, n- (n+1) =2-3-37 - q,
pa kako su n i (n+1) dva uzastopna prirodna broja, jedino rjeSenje je a = 6, pa je
n-(n+1)=36-37=36-37,an = 36.
186. Neka su d, i d, dijagonale i a ivica baze, a H visina paralelopipeda. Tada je
dy-H=P,idy-H=P, pajed, = % id, = % Primjenjujuéi Pitagorinu teoremu

. ) 2 2 2 2 ..
dobijamo da je: a = %+ e o i i-\/Plz + P,%. Povrsina omota-

4 2 H? H?
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CajeM =4-a-H=2-yP*+P>
187. Uogimo: (a —1)(a—4) =a?—5a+4i(a—2)(a—3) =a?—5a+ 6. Neka
je a?—5a+4=k. Tada je (a—D(@—2)(a—3)(a—4)+1=(a®>—-5a+4)-
(a?-5a+6)+1=k*+2k+1=(k+1)2=0.

188. Prema uslovu je jasno da je A 0AB jednakostraniéan, sl. 65. a A BOC je pra-
vougli jednakokraki. Neka je N podnoZje normale iz A na pravu CO. Tada je u pra-
vouglom A AON ugao kod tiemena O od 30° i A0 = 6 cm. Slijedi, AN =3 cm i
ON = 3+/3 cm. Primijenimo Pitagorinu teoremu na A ACN:
AC? = (6+3V3)2+32=72+36V3=36(2+3); AC =62 ++/3cm.

A

N
3(f D c
Q
60 N
8 -4 []
5
A B
[
Sl. 65 Sl. 66

189. Ako Milanu treba x dana da uradi cijeli posao, onda bi Marku trebalo (x + 5)
dana. Dalje, prema uslovima zadatka je %x + % (x + 5) = 12, odakle je x = 10. Za

jedan dan Milan i Marko bi uradili =+ = = posla, §to znati da bi zajedno cijeli
posao uradili za 6 dana.

190. Neka su x, y, z € N traZeni brojevi. Tada je i+ i + i = 1. Jedno rjesenje je

x =y =z=3. AKo suU x, y, z razli¢iti brojevi, onda ne mogu svi biti ve¢i od 3.
Dakle, jedan par mora biti broj 2. Neka je x = 2. Tada je diofantsku jednacinu
§+ 2 = % Njena rjeSenja nalazimo jednostavno: y =z =4, ili y =3, z=6. Sva
rjeSenja zadatka su permutacije trojki (2,4,4) i (2,3,6), kao i trojka (3,3,3); dakle
10 rjesenja.

191. Oznac¢imo sa S presje¢nu tacku dijagonala i sa N podnozje normale iz B na

dijagonalu AC, sl. 66. Po pretpostavci u pravouglom A BCN je «CBN =¥=

22930', paje «<BCN = 90° — 22930’ = 67°30’. Dijagonale se polove, SB = SC, pa
je «SBC = «BCS = 67°30', Dakle, «SBN = «SBC — «NBC = 67°30" — 22°30' =
45°,

192.Trougao ABD je pravougli. Neka je E srediste hipotenuze BD, sl. 67. Tacka E
je centar opisanog kruga A ABD, pa je BE = DE = AE | <BAE = 4ABE = 15°.
Spoljasnji ugao A ABE je «AED = 30°, pa je A ACE jednakokraki i AC = AE.
Otuda slijedi trazeni zakljucak BD = 2AE = 2AC.
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C
: D
N
15° 15°
A B
Sl. 67

193. Kako je a?+d%*—2b(a+c—b)+2c(c—d)=(a®—-2ab+b?) + (b>—
2bc +¢?) + (c? —2cd + d?) = (a— b)?> + (b — c)? + (c — d)?, to je najmanja vri-
jednost ovog izraza jednaka nuli, ako je a — b = b — ¢ = ¢ — d, pa je traZeni uslov
a=b=c=d.

194. Neka je E tacka na produzetku osnovice AB, takva da je BE = CD = b, sl. 68.
D b C '

d

A H B b E
Sl. 68

Tadaje AE = a + b, atrougao ACE je jednakokraki, sa traZzenom dijago-nalom kao
krakom: AC = d. PodnoZje H visine CH je srediste duzi AE, pa je: AH = “T”’ =
4 cm. lz pravouglog A ACH, sa katetama AH =4dm i CH = 3 dm, dobijamo

d=AC=5dm.

195. Neka su a, b, ¢ cjelobrojne duzine stranica pravouglog trougla, pri ¢emu je
c? = a? + b%. Pretpostavimo li da brojevi a i b nisu djeljivi sa 5, tj. da su oblika
5m + 1ili 5n + 2. Tada su a? i b2 oblika 5k + 1 ili 5k + 4. Pretpostvimo da su oba
broja oblika 5k + 1 ili oba oblika 5k + 4. (U protivnom bi bilo:
a’+b?*=5k+1+5p+4=5k+p+1)=c? pabi broj ¢ bio djeljiv sa 5, a c?
bi bio oblika c? = a? + b*> =5p + 2 ili ¢? = a® + b? = 5q + 4, $to nije moguce;
Naime, moralo bi biti ¢ = 5p + 1 ili ¢ = 5¢ + 4. Dakle, nije moguce da sva tri
broja nisu djeljivi sa 5.

196. Kako je x2((x2 +2x® + x?) + (x? + x + 1)) = x(x?(x + D? + (x + 1)?)
= x((x + 1)?(x% + 1)), to je znak ovog izraza je isti kao znak prvog ¢inioca, broja
x, jerizrazi (x + 1)? i (x? + 1) su nenegativni.

197. Oznacimo trazeni broj sa abcd, a sa x broj koji nije veéi ni od jedne cifre
trazenog broja. Po uslovu je abcd = m? i a.bic,d; =n?, gdje je a; =a—x,
by=b—x,¢, =c—x,d, =d—x.Tadaje abcd — a;b;c;d; = 1111 -x = m? — n?,
paje (m —n)(m+n)11-101 - x. Brojevi m? i n? su &etverocifreni, pa je 32 <
m<99i32<n<99. Slijedi da je 0 <m-n<67i64<m+n<198. Dalje
zakljuujemo da je m —n = 11-x i m +n = 101. Zbog neparnosti broja (m + n)
slijedi da je i (m —n) neparan, pa je x = 1 ili x = 3 ili x = 5. Dalje nalazimo: za
x=1jem=>561in=451.3236=56212025=45%zax=3jem=67in=
34,1j. 4489 = 672 1 1156 = 342. Zax = 5 nema rjeSenjazam i n.
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C

SI. 69

198. Ako je MNPQ upisani pravougaonik, sl. 69, tada je PQ Il AB, pa su trouglovi
ABC i QPC sli¢ni. Otuda je AB:PQ = CD:CE; 6:y=4:(4—x), pajey==6 —%x.
Povr$ina pravougaonika je P = x -y, paje P = 6x — sz;
6P = 36x — 9x2 = 9(4x —x?) = 9(4 — (2—0)?); P=2(4—(2—x)?). Vrijed-
nost od P bi¢e najveta za x = 2, paje, zax=2,6:y=4: (4—2); y = 3 i maksi-
malna povrsina je P = 6.

199. Primijetimo da je (x +y)(x +4y) = x% +5xy +4y? i (x +2y)(x +3y) =

x2 + 5xy + 6y2. Neka je x? + 5xy + 4y? = t. Tada dobijamo t(t + 2y?) + y* =
242ty +y*t=(t+yH)r=0.

SI.70 SI.71
200. Iz zbira unutradnjih uglova osnove (n— 2)-180° = 720°, dobijamo da je
osnova pravilan §estougao, n = 6, sl. 70. Iz uslova da je ugao izmedu bo¢ne ivice
- - . - - - - 2
i visine 60°, pa iz ASON slijedia =i H = %i Dakle, v =1 328y = =5,

3 2

201. Iz datog koli¢nika dobijamo jednakost: n + 100 = 23k + 17, gdje k € N.
Odavde jen = 23k + 17 — 100 = 23k — 83 = 23k — 92 + 9 = 23(k — 4) + 9. Dak-
le, ostatak je 9.

202. Konstruisemo pravu MN koja sadrzi tacku C, paralelnu sa Ax, sl. 71. Tada je
<MCB = B, naizmjeni¢ni uglovi. Slicno se dobije «ACM = 180° — a = 70°.
Prema tome je «ACB = <ACM + <MCB = 70° + 32° = 102°
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203. Centar kruga K, pripada simetrali s; duzi AB, a centar kruga K, je na simet-

rali s, duZi CD. Zadatak ima beskona¢no mnogo rjesenja. Jedno od njih vidimo na
sl. 72. Na simetrali s; izaberemo tacku S;, tako da krug polupre¢nika S; AA sijece
pravu p u tacki P. To je krug K,. Centar kuga K, je onda odreden kao presje¢na
tacka simetrale s; duZi CP i prave s,.

204. Pretpostavimo da je x ukupan broj uéenika u odjeljenju. Tada vaZi jedna-
kost: x ——x = 1, paje x = 36. U odjeljenju ima 36 ucenika.

205. Iz date jednakosti je a =5, pa je “-== = X%, odnosno 14 +5b = 30 +c.

Slijedi da je 5b = 16 + ¢ = 15 + (c + 1), odaKle je b = 3 + ==, Moguce je c = 4,
pa je b =4, ili c =9, pa je b = 5. Dakle, postoje dva razli¢ita rjeSenja: a = 5,
b=4,c=4,a=5b=5,c=09.

206. Neka je S presjecna tacka simetrale i stranice BC, sl. 73. U pravouglom
trouglu ADS je «BAC = <ABC = a. Tada za A ABS vaii:% + o+ 75% = 180°, pa
jea=70°1<ACB = 180° — 2a = 40°.

C
yJ
C n N
S s h he
D 2 o |°
(o] A B Cy M
A B
Sl. 73 Sl. 74

207. Premasl. 74. na kojoj je AC, = AC i BC, = BC, C,C, = 12 cm , 1j. C,C, je obim
A ABC. U jednakokrakom A ACC; ugao « je spoljasnji naspram osnovice CCy, pa
jexCC A= g = 30°. Na osnovu toga se lako dobija konstrukcija:

1) KonstruiSemo duz C;C, = 12 cm. 2) Odredimo polupravu C; p koja sa pravom
€, gradi ugao 30°. 3) Konstrui§emo normalu CD = h, i kroz N pravu n paralelnu
sa C,C,. Tako dobijemo tacku C. Simetrale duzi CC, i CC, sijeku C;C, u tatkama
AlB.
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208. Neka je rastojanje AB = k km i prosje¢na brzina v km/h. Tada imamo jed-
nakost Z—C+ % = 274, §to znadi da je ukupno vrijeme v = E jednako zbiru vremena
putovanja od A do B, to je ¢, = f i vremena putovanja od B do 4, to je t; = z Iz
ove jednakosti je ; + = = %; paje v = 4,8 km/h.

CZ

209. Iz datog uslovaje - = ~ tejea® +2ab + b? = 2¢2. Kako je ¢ = a? + b?,

to slijedi a? + b® — a? — 2ab — b? = 0; je a* — 2ab + b? = 0; (a — b)? = 0. Slijedi
da je a = b = 0. Trougao je jednakokraki pravougli, o$tri uglovi su po 45°.

210. Trazeni broj je Xxyy i vazi ®eyy — (ab)”; 1000x + 100x + 10y +y = (ab)’.
Zakljucujemo da je ab djeljivo sa 11, tj. a = b, pa su trazeni brojevi: 112 ili 222 ili
332,..., 992 Jedino rjeSenje zadatka je broj 7744 = 882.

211. Neka je 0 centar opisanog kruga i DN visina, sl. 75. Prema uslovima je 04 =
OB=0D=5cm i DN =4cm. Iz A ODN dobijamo ON? = 0D? — DN?, pa je

ON = 3 cm. Slijedi, CD = 6 cm, pa je povrSina trapeza P = “E¥2PN _ 35 (2,
D C
Al N O B
SI. 75

212. Neka je p=n, q=n+11i t=n(n+1). Tada je p2+q2+t2=n2+(n+1)2+n2(n+1)2=
n2+n2+2n+1+n*+2n3+n2. Ovaj izraz moZemo transformisati tako da dobijemo
potpuni kvadrat, §to je i trebalo dokazati: p2+q2+t2=(n*+2n3+n2)+(2n2+2n)+1=
(n2+n)2+2(n%+n)+1=(n%+n+1)2.

213. abcd + abc + ab + a = 1000a + 100b + 10c + d = 4321, te je 1111a + 111b
+11c +d = 4321.Kako je 1111 -2+ 999 4+ 99 + 9 = 3329 < 4321, zakljuujemo
daje2 < a < 4,0dnosno a = 3. Zaa = 3 dobijamo 111b + 11c¢ + d = 988. Sli¢no,
prethodnom razmatranju zakljuéujemo da je 7 < b <9, tj. b = 8. Sada iz 11c +
d =100 dobijamo ¢ =9 id = 1. Trazene cifresua=3,b=8,c=9,d =1, paje
cetverocifreni broj 3891.

214. a) Ako tacka A(-3,7) pripada grafiku funkcije, onda vrijednost x=-3, y=7
zadovoljavaju datu jednakost, pa je 7=(m2?-2)-(-3)+4m?2-8. Odavde je m?=9, pa
je m=3 ili m=-3. b) (Za m = V3 funkcija ima oblik y=x+4. Njen grafik sa koor-
dinatnim osama gradi jednakokraki pravougli trougao katete duZine 4, a trazeno

odstojanje h je hipotenuzina visina h = ~ = ? =2v2.

215. Transformisanjem date jednakosti dobijamo: (xy-3y)+(7x-21)=4, odnosno
y(x-3)+7(x-3)=4 i kona¢no (x-3)(y+7)=4. Ovo je moguce ako je x-3=1 i
y+7=4, ili x-3=-1 i y+7=-4, ili x-3=2 i y+7=2, odnosno x-3=-2 i y+7=-2, ili
x-3=4 i y+7=1, odnosno x-3=-4 i y+7=-1. RjeSenja ovih sistema jednac¢ina su
parovi cijelih brojeva: (4,-3), (2,-11), (5,-5), (1,-9), (7,-6), (-1,-8).
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216. Ako je osnova piramide jednakostrani¢an A ABC, sl. 76, visina je SD = a\/§
pa je zapremina piramide: vV = 3 . aT‘F e as Povrsinu obrazuju dvaJednako-

strani¢na trougla, A ABC i A SBC i dva podudama jednakokraka trougla, A ABS i
A ACS. Njihova zajednicka osnovica AS je hipotenuza jednakokrakog A ADS, pa

je AS = ADV2 = “2—‘/5 Primijenimo Pitagorinu teoremu na A ABS:
2 _ ag2 _ (8) = 230 _s5@ i - o5 _ aVi0
BN? = AB (2) =a s = 5 Paje BN =—==— PovrSina piramide:

2 2
P =2Pypc + 2Pypc —a ‘/— 2 Zﬁ=a F(Z\/g+\/15).

217. Neka su x i y dva trocifrena broja, takva da je (x — y) ) djeljivo sa 7. Tada je
x —y = 7k, a dopisivanjem y iza x dobijamo dati Sestocifreni broj, tj. n = xy.
Posljednju jednakost mozemo napisati u obliku: n = 1000x + y. Tadajen + x =
1001x + y ili n =1001x + y — x. Odavde slijedi da je n =1001x — (x — y);
n=1001x — 7k; n = 7 - 143x — 7k. Dakle, Sestocifreni broj je djeljiv sa 7.

S

SI. 76 SI. 77

218. Neka je S srediste duzi AC, sl. 77 i neka je AS=x. Tada je SB=5x, pa je AC=2x
i AB=6x, odnosno BC=4x. |z datog uslova BC-AC=1cm, tj. 4x-2x=1 cm ili
2x=1cm, slijedi da je AB=3 cm.

219. Prave a i b obrazuju razli¢ite uglove sa pravom c i dva data ugla odreduju ili
par suprotnih ili par saglasnih uglova. Neka je B presjecna tacka prave b sa c i a’
prava kroz B paralelna sa a. TraZeni ugao ¢ izraCunavamo u prvom slucaju, sl. 78
lijevo, kao: ¢ + 50° = 73°, odnosno: ¢ = 23°, a u drugom slu¢aju, sl. 78 desno,
kako je 73°% = 130° — ¢, odakle je ¢ = 57°.
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220. Neka je bilo a ljudi, b zena i ¢ djece. Tada su postavljeni uslovi: a + b + ¢ =
12 2a + S + z = 12. Drugu jednakost pomnozimo sa 4: 8a + 2b + ¢ = 4. Odavde
zakljuCujemo da je a<b i c je paran broj, c<2. Ako bi bilo a=4, tada je posljednja
jednacina 2b+c=16, odakle zbog c>2, slijedi b <6 (jer je b+c=8). Ovo nije moguce,
jer iz ogranicenja slijedi da je tada 2b+c<16. Sli¢no se zaklju¢i da ne moze biti
a=1, a=2 i a=3. Ostaje jedina moguénost: a=5; tada je 2b+c=8 i b+c=7, §to daje
jedinstveno rjeSenje: b=1, c=6.

220. Neka je bilo a ljudi, b zena i c djecete jea+b+c =121 2a +§+§: 12.
Ako drugu jednakost pomnoZimo sa 4 dobi¢emo: 8a+2b+c=48. Odavde zaklju-
¢ujemo da je a<5 i c je paran broj, c<2. Ako bi bilo a=4, tada je posljednja
jednacina 2b+c=16, odakle zbog c=2, slijedi b <6 (jer je b+c=8). Ovo nije mo-
guce, jer iz ogranicenja slijedi da je tada 2b+c<16. Slicno se zakljuci da ne moze
biti a=1, a=2 i a=3. Ostaje jedina moguc¢nost: a=5; tada je 2b+c=8 i b+c=7, §to
daje jedinstveno rjesenje: b=1, c=6.

221. Prema uslovu 2 : 22 i 2 : 22 gy cijeli brojevi, pa su cijeli brojevi 222 i 22 To

b 39 b 297 ) B o .35b 28b )
je moguce ako se a skracuje (dijeli) sa 35i 28, a 396 i 297su djeljivi sa b. Da bi
pri tome % bio najmanji, treba da bude a najmanji i b najveci takav broj. Dakle,

a=NZ5(35,28)=140 i b=NZD(396,297)=99, odnosno £ = 99.

SI. 79 SI. 80

222. Ako datu jednakost pomnozimo sa 1000(x + y + z) dobi¢emo:
1000 = (x +y +2)-xyz, gdje jex+y+2z<27, xy2<999 i x+y+z <xyZ.
Dakle broj 1000, pri uo¢enim ograni¢enjima, dobija se u sluajevima: 2 - 500, 4 -

250, 8125, 10100, 20 - 50 i 25 - 40. Od navedenih, datu jednakost zadovoljava
samo slucaj 8 - 125, jer je —— = 0,125.

223. Neka su CD visina i CS tezi$na linija hipotenuze AB trougla ABC, sl. 79.
Znamo da je tacka S centar opisanog kruga, pa je SB=SC i <BCS=3. Kako je ABCD
pravougli, slijedi da je «BCD=90-B, tj. *BCD=a. Otuda slijedi traZeni zakljudak:
*SCD=«BCD-¥BCS=a-f.

224. Neka je O centar opisanog kruga jednakostrani¢nog AABC, sl. 80. Polu-
pre¢nicima OA=0B=0C=r dati trougao je podijeljen na tri podudarna disjunktna
jednakokraka trougla sa osnovicama duzine 3 cm. Na osnovu nejednakosti trougla
je, npr OA+0B=0C >§ > 1. Dakle, dobili smo trazenu podjelu.
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225. Ako je x vrijednost polinoma s lijeve strane date nejednakosti onda iz 2x = 0
slijedi traZena nejednakost:
2x=2a2+2ab+2b2+2bc+2c2+2ac=(a?+2ab+b?)+(b2+2bc+c?)+(az+2ac+c?)=
(a+b)2+(b+c)2+(c+a)?20, $to je i trebalo dokazati.

226. 1z jednakosti-a-h.=b-hy, slijedi 20a=24b, tj. a = gb. Iz pravouglog AABA;

6

dobijamo, sl. 81: AB?=AA.2+A1B?; b* = 20? +%(gb)2 te je b2=625; b=25 cm.
Slijedi a=30 cm. Obim trougla: 80 c¢m, a povrsina: 300 cm2.

227. Neka je 22 = 2% = =% =k, k € N. Kako je a+c<18, slijedi k<4. Odavde je
a+b=2k, b+c=3k i a+c=5k pa je njihov zbir 2(a+b+c)=10k, odnosno a+b+c=5k.
Dakle, a=2k, b=0, c=3k. TraZeni trocifreni broj je abc = 100a + 10b + ¢ = 203k.
Uzimajudi za k vrijednosti 1, 2, 3 ili 4 dobijamo rje$enja: 203, 406 i 609. (Broj
203-4=812 ne zadovoljava uslov b=0.)

228. Budu¢i da je a=n2+n+1=n2+n-12+13=n2+4n-3n-12+13=n(n+4)-3(n+4)+13=
(n+4)(n-3)+13, dati broj a ¢e biti djeljiv sa 13 ako je 13 djelilac broja (n+4) ili
broja (n-3). Dakle, trazeni prirodni brojevi su: 9, 22, 35, ... ili 16, 29, 42,...
229. Neka je bilo x djecaka i y djevoj¢ica. Tada vazi 20x+30y=230, odnosno
2x+3y=23, pri ¢emu je ili x ili y neparan broj. Posljedn;ji uslov pokazuje da y mora
biti neparan broj i y<5, jer je x=2. Kako je x paran broj, imamo samo dvije
mogucnosti: bilo je 10 djecaka i 1 djevojcica ili 4 djecaka i 5 djevojcica.

c
X /o
M S
e /)
B a A] (o4 L
2 A N B
Sl. 81 Sl. 82
230. Neka je MS srednja linija AABC, MS||AB, sl. 82. Tada je presje¢na tacka O
duzi MS i CN srediste visine CN, tj. ON = %CN = %BM . Uo¢imo da su trouglovi
MOP i BNP sli¢ni te vazi: MP:BP=0OP:PN. Na osnovu osobina proporcije, dalje
slijedi (MP+BP):BP=(ON+PN):PN, odnosno BM:BP=0ON:PN, kako je BM=20N,
slijedi da je i BP=2PN, $to je i trebalo dokazati.
231. Broj 57 se zavrSava cifrom 5, a broj 67 cifrom 6. Zbog toga se zbir 57+6n
zavr$ava cifrom 1. Posljednja cifra broja 77 se ponavlja periodi¢no, i to redom: 7,
9,3,1,7,9,3,1,.... Dakle, posljednja cifra datog broja a je 8 (za n=4k+1), 0 (za
n=4k+2), 4 (za n=4k+3) ili 2 (za n=4k).
232. Postupajudi sli¢no kao u zadatku 226. transformisemo datu jednacinu:
(x2-4xz+22)+(22-4yz+4y2)+(y2-2y+1)=0; (x-2z)2+(z-2y)2+(y-1)2=0. Odavde
slijedi: x-2z=0, z-2y=0, y-1=0, pa je y=1, z=2y=2 i x=2z=4.
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233. TraZeni broj n ima prvu cifru 1 jer u protivnom broj 6n ne bi bio Sestocifren.
Prve cifre svih Sest brojeva su razli¢ite medu sobom i veée od nule. (Zaista, ako
bi npr. 5n i 3n poéinjali istom cifrom, onda bi 2n=5n-3n poé¢injao nulom, pa ne
bi bio $estocifren) Iz istih razloga je krajnja cifra broja n neparna (inaée bi broj 5n
zavrSavao nulom). Krajnja cifra nije 1, jer je to prva cifra. Takode nije ni 9 ni 3,
jer tada nijedan broj ne bi imao zadnju cifru 1, a nije ni 5. Dakle, krajnja cifra je
7, pa je n=1...7. MnoZenjem sa 2, 3, 4, 5, 6 dobijamo krajnje cifre 4, 1, 8, 5, 2.
Dakle, cifre naSeg broja su 1, 2, 4, 5, 7 i 8 i na svakom cifarskom mjestu su
razli¢ite. (U protivnom bi razlika dva broja, a to je opet jedan od nasih Sest brojeva,
na tom mjestu imala cifru 0 ili 9, §to nije moguce.). Ako ove brojeve potpisemo i
saberemo, zbir cifara u svakoj koloni ¢e biti: 1+2+4+5+7+8=27. Zbog toga je
21n=2999997, odnosno n=142857.

234. Oznacimo sa a, b, c broj jabuka u tri koSare. Tada je a+b+c=300, a uzeto je
§+%+¥= 160. Ovu jednadinu pomnozimo sa 3 i od nje oduzmemo prvu

jednaginu i vazi: 2 + % = 180; tj. 2 + % = 90. Dakle, imali bi 90 jabuka.

235. Neka je p1 prava koja sadrzi tacku C, a ostale njene tacke su van datog trougla,
sl. 83. Uo¢imo tezisnu duz CM datog trougla i tacke A1, B1, M1 koje predstavljaju
podnoZja normala iz A, Bi M na pravu p;. Cetverougao ABB:A je pravougli trapez,
pa je zbir rastojanja tacaka A i B od prave p; jednak AA;+BBi= 2MM; (srednja
linija trapeza). Dakle, zbir ¢e biti najveci ako je MM maksimalne duZzine. Na slici
uocavamo da taéke C, M i M1 obrazuju pravougli trougao u kojem je MM, kateta,
a CM hipotenuza. Zbog toga je MM1<CM. Slijedi da je trazena prava p normalna
na teziSnu duz CM.

A P1

4 M 4 B
Sl. 83 Sl. 84
236. Neka je ABCD dati trapez, sl. 84. Uo¢imo na manjoj osnovi tacku S, tako da
je DS=AD. Prema uslovu, tada je i CS=BC pa je trougao ADS jednakokraki i
XASD=<SAD. Zbog paralelnosti pravih AB i CD bi¢e «ASD=%SAB. Odavde slijedi
%4SAD=<SAB, pa je prava AS simetrala ugla BAD. Sli¢no se dokazZe i da je prava
BS simetrala ugla ABC.

237. Dokaza¢emo da je a2+ab+b2-3(a+b-1) 20. Transformacijom izraza na li-
jevoj strani nejednakosti dobijamo: a2+ab+b2-3a-3b+3=(a2-2a+1)+(b2-2b+1)
+(ab-a-b+1)=(a-1)2+(b-1)2+(a-1)(b-1). Neka je a-1=m i b-1=n. Tada je:

2 2 2 2
m2+n2+mn=n2+mn+m7+3%=(m+g) +3%20.
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—2)- o . .

(D28 Odredimo prirodne

. . . . . —2). 0 —2). 0

brojeve m i n, m=3 i n=3 da je a, : o, = 4: 3; j, LI @80y g
m n

Dalje dobijamo n = = = 22220 — 2% _ ¢ Nazivnik (8 — m) mora biti djeli-

lac broja 48 i n>m, pa je m=4, m=6 i m=7. Dakle, m=4, n=6, ili m=6, n=18, ili
m=7, n=42.

239. Trouglovi ABE i CBF su podudarni, sl. 85, jer je AB=BC, *BAE=<BCF= 900
i KABE=%BCF (XABE=90°-<EBC=%CBF). |z ove podudarnosti sljedi BE=BF, pa

je ABEF jednakokraki pravougli povréineBziz = 200 cm, pa je BF=20 cm. Iz povr-

Sine datog kvadrata dobijamo BC=16 cm. Primjenom Pitagorine teoreme na
pravougli ABCF, dobijamo: CF2=BF2-B(?=144; CF=12 cm.

240. Uocimo sredista E i F stranica BC i AB jedini¢nog kvadrata, sl. 86. Tada je
V5

AE = 5= DE =CFiAC=+2> g Pretpostavimo da tvrdenje nije tacno , tj. da

su svake dvije tacke A i B koje zadovoljavaju uslov AB > ? obojene razli¢itim

238. Unutra$nji ugao pravilnog n-tougla je a, =

bojama. Neka je A crvena tacka. Zbog AE = g slijedi da je E plava tac¢ka. Sli¢no
slijedi da je D crvena, a F plava tacka. Promatrajmo sada tacku C. Ako je C plava,
tada je CF > g i Ci Fnisu razli¢itih boja. Ako je C crvena, tada je AC > g adi

C nisu razli¢ito obojene. Dakle, dolazimo do kontradikcije, pa pretpostavka nije
tacna, tacno je tvrdenje zadatka.

D C

A F B
Sl. 86

241. 1z prve jednacine je y = 4 — x — z zamijenimo u drugu i dobijemo:
X(4-x-2)+2z(4-x-z)+zx+2z=7, 0odnosno: 4x-x2-xz+4z-z2+z=7. Posljednju jedna-
kost pomnozimo sa (-2) i pregrupiSemo sabirke: (x2+ z2+2xz-4x-4z+4)+(x2-
4x+4) +(z2-62+9)=3; (x+2z-2)2+(x-2)2+(2z-3)2=3. Bududi da su x i z cijeli bro-
jevi, ova jednakost je moguca samo ako izrazi u zagradama imaju vrijednost (+1)
ili (-1). Zax-2=1 ili x-2= -1 dobijamo x=3 ili z=1. Sli¢no, zaklju¢imo da je x=4
ili z=2, kao i da je x+z=3 ili x+z=1. Jedina moguca kombinacija se dobija ako je
x+z=3 i tada je x=1, z=2, tj. y=4-x-z=1.

242. Neka je AE =x 1 CD =y, sl. 87. Tada je BE=3x i BD=2y. Neka je P tactka
stranice AC, takva da je DP||AB i sa Q ozna¢imo tacku presjeka duzi DP i CE. Na
osnovu Talesove teoreme vazi BE:DQ=CB:CD, odnosno 3x:DQ= 3y:y, pa je
DQ=x=AE. Primijenimo Talesovu teoremu na trouglove AEF i DQF:
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AE :DQ=EF: FQ=AF:FD, odnosno AE: AE=EF:FQ=AF:FD,paje EF=FQi
AF = FD. Takode, vazi jednakost CQ : CE = CD : CB =1 : 3, odakle zaklju¢ujemo
1 4. - EF 1 - AF - EF
EFQ =2 1. CQ= QF = EF. Zhog toga je =7 ZAD=FDje-=1paje -+

3

FD 2’

Sl. 87

243. Za pozitivne realne brojeve x i y vazi: §+f > 2. Kako je
(a+b+c)3-a3-b3- c3=3a2b+3ab?+3a2c+3ac?+3b2c+3bc2+6abc=
3((a2b+ab?)+(azc+ac?)+(b2c+bc?)+18, jer je abc=3. 1z ab =3 dobijamo ab = %

ac = % i bc = Z Transformisimo lijevu stranu zadate jednakosti:
3(ab(a +b) + ac(a +c) + be(b +¢)) + 18 = 3-(3-#+3-“T”+3-%)+ 18 =

9-((%+§)+(§+£)+(§+§))+ 1829-(2+2+2)+18=72jerjel+2>2.
Jednakost vazi ako jea = b = ¢ = V3.

244. Ose simetrije s1 i sz dijele dati pravougaonik na Cetiri dijela, povrSina P/4,
sl. 88. Tvrdenje je ocigledno ako tacka M pripada pravim s; ili s ili je u jednoj od
Cetvrtina pravougaonika koja sadrzi tacku A ili tactku C. Neka je M izabrana kao

SZ
D C
Sy N
PR S [ N (e Sl. 88
1 3 0
2 M’
A B

na slici. Izaberimo tacku M'simetri¢nu sa M u odnosu na centar O pravougaonika,
pa kroz tacke M i M’ paralelnim stranicama podijelimo pravougaonik ABCD.

Dokazacemo da je zbir traZzenih pravougaonika, na sl. 88. osjencenih, manji od
P/2. Zbog simetrije pravougaonika ABCD, njegovi dijelovi oznaCeni sa 1 i 2 su
jednaki, a takode i dijelovi oznaceni brojevima 3 i 4. Zbog toga je zbir osjenéenih
povrsina jednak povrsini koji je na sl. 88. oivi¢en isprekidanom linijom. Medutim,
ova povrsina je od polovine pravougaonika manja za zbir povrsina pravougaonika
oznacenih brojevima 5 i 6. Dakle, zbir dvije osjenéene povrsine je manji od §> $to

je moguce samo ako je bar jedna od te dvije povrSine manja od 2, Sto se i tvrdi.
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245, Prema uslovima zadatka je n=18m+8, pa je n=9-(2m)+8; n=6-(3m+1)+2;
n=3-(6m+2) +2. Dakle, trazeni ostaci dijeljenja su redom: 8, 2, 2.

246. Vidi rjesenje zadatka 123.

247. Konstruisemo jednakostranican A MNO, stranice MN i poluprave Om i On
odreduju trazeni trougao, sl. 89.

m N

SI. 89 SI. 90

248. Pretpostavimo da tre¢i brat, najmladi, ima x godina. Tada Ana ima 3x godina.
Prvi brat ima 3x+3 godina, drugi 3x-3 godina, a otac je star 3-3x, tj. 9x godina.
Zbir njihovih godina je: 3x+(3x+3)+(3x-3)+x+9x =95, pa je x=5. Dakle, Ana je
imala 15 godina, bra¢a 18, 12 i 5, a otac 45 godina.

249. Neka je abcde7 trazeni broj. Tada je: 7abcde = 5 - abcde7. AKO je x = abcd,

tada prema uslovima zadatka vazi: 700000 + x = 5- (10x + 7), pa je x = 14285 i
trazeni broj je 142 857.

250. Medu uglovima a i 8 datog trougla ABC, sl. 90. iz zbira unutra$njih uglova
slijedi a=1809-28. Uglovi <PAC i <BCA su jednaki ,kao uglovi sa paralelnim
kracima. U AABP vazi:o + § +£ + 320 = 180°; 180° — 26 + f + £ + 32° = 180°;
paje p = 64°. Slijedi a = 52°.

251. Dijagonale paralelograma se polove, sl. 91. pa je presjecna tacka dijagona-
la, tacka O, srediSte duzi ACi BD. Slijedi da su AO i DN tezisne duZi AABD, pa je

tacka M teziste. Dakle, AM = §A0 = g% = % =8cm.

£

Sl. 91
252. Poslije x minuta u prvoj posudi ima (540-25x) litara, a u drugoj (540-15x)
litara. Prema zadatku je: 540-15x=6(540-25x), pa je x=20 minuta.
253. a) Vazi A(xy)=(2x2+2xy+y?2)+x2-2x+2y+7=(x+y)2+ 2 (x+y) + 1+ (x2-4x+4)+2
= (x+y+1)2+(x-2)2+222>0 (jer je (x+y+1)220 i (x-2)2=0 za svaki x).
b) 1z prethodnog slijedi A(x,y) = 2, pa je 2 minimalna vrijednost polinoma A(x,y).
Minimum se dobije za x+y+1=0 i x-2=0, tj. x=2 i y=-3.
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254. 1z D(x,y)=12 slijedi x=12m i y=12n, gdje su m i n prirodni brojevi. Zatim,
iz x+y=84, tj iz 12m+12n=84 je m+n=7, pa me€{1,2,3,4,5,6}, te je
(xy)€{(12,72), (24,60), (36,48), (48,36), (60,24), (72,12)}.

A
C
h, te
¢ r AFE
O
A DM B *
B D *cC
SI.92 SlI. 93

255. Visina hc i tezi$na duZ t. odreduju pravougli ACDM, sl. 92, na koji primi-
jenimo Pitagorinu teoremu: DM2=t.2-h.:2=172-152=64; DM=8 cm. Kako je AM =
MB =§= 15cm, to je AD=7 c¢m i DB=23 cm, pa su hipotenuze pravouglih

trouglova ACD i BCD, redom: b = AC =274 cmia = BC =754 cm.

256. Neka je x duzina tangentne duZi iz C na upisani krug: x=CD=CE, sl. 93. Iz
AAEO slijedi: AE2=A0?-0E?=(h-r)2-r2=102-62=64; AE=8 cm. Dalje, iz AACD
slijedi AC2=AD2+CD?; (8+x)2=h2+x?; x=12 cm. Kako je x = =, slijedi a=BC=24
cm, pa je obim: 0=64 cm i povrsina P = ~a-h =12-16 = 192 cm?,

257. Datu jednacinu transformiSemo: 2x2+2xy+xy+y?=-1; 2x(x+y)+y(x+y)=-1;
(x+y)(2x+y)=-1. Odavde slijedi: (x+y=1 i 2x+y=-1) ili (x+y=-1i 2x+y=1). Rje-
Savanjem ovih sistema dobijamo: x=-2 i y=3, ili x=-3 i y=2.

258. Uglovi ADC i ABC su jednaki kao periferijski uglovi nad istom tetivom AC,
sl. 94. Medutim, u jednakokrakom AABC je AC=BC, pa je ¥ABC=<«BAC. Slije-di
da je «ADC=<EAC, pa su trouglovi ACD i AEC sli¢ni. (Imaju jos i zajedni¢ki ugao
ACD), pa je AC:CD=CE:AC; 14:CD=10:14; CD=19,6 cm.

259. Ocigledno, jedna cijev bi napunila bazen za 36 sati. Toliko iznosi zbir vre-
mena isticanja vode na sve Cetiri cijevi na nacin kako je opisano. Ako je prva
otvorena x sati, druga je otvorena (x-t) sati, treca (x-2t) sati i Cetvrta (x-3t) sati.
Tako dobijemo jednacine: x=5(x-3t) i x+(x-t)+(x-2t)+(x-3t)=36. RjeSenje ovog
sistema jednacina je t=4, x=15. Bazen se napunio za 15 sati.

260. Manja dijagonale osnove je d; = av3 = 6 cm, sl. 95, pa je a =2v3cm. U

pravouglom AAA1B: vazi: AB; =a=2V3cm, d =6cm, pa je H>=d?-a?=24
2

cm?; H = 2+/6 cm. Zapremina prizme: V = 67“ H =108v2 cm3.
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261. Brojevi 5, 7 i 9 su uzajamno prosti, pa je broj koji je djeljivsa 5, 7 i 9 ujed-
no djeljiv i sa 5-7-9, tj. sa 315. Broj 579abc je 579000 + abc. Dijeljenjem
579000sa 315 dobija se ostatak 30, $to znaci da je broj 579000+(315-30)=
579285 djeljiv sa 315 to je najmanji od trazenih brojeva oblika 579abc. Uslove
zadovoljavaju jo$ i brojevi 579285+315=579600 i 579600+315= 579915.
Dakle, dobijamo tri rjeenja: 285, 600 i 915.

262. Ako je Mirko ustedio x KM, onda je imao: poslije prvog mjeseca
x =10 +3 (x-10) = 3 (x — 10)KM, a poslije drugog mjeseca

fx-10)-10+ g(g (x —10) — 10) = 2(16x — 280)KM. Najzad poslije tredeg
mjeseca ustedio je 3 (16x —280) - 10 +§G(16x —280) — 10) = (61x -
1480). Ovaj iznos je dva puta veéi od pocetne ustedevine: %(61x — 1480) = 2x,
paje x = 148 KM. Mirko je prije tri mjeseca imao 148 KM ustedevine.

D

Sl. 94 SI. 95 Sl. 96

263. Uglovi a i y su unakrsni, sl. 96, pa je x +y = 90°. Kako je x = gy, dobijamo
daje y +y = 90°% y = 50°. Odavde slijedi x = 40°, pajea =y = 50°, § = 90° —
x=50%iy=90°—-p = 40°.

264. a) Svake dvije tacke odreduju jednu duz, pa imamo ukupno (9-8):2=36 duzi.
b) Svaka duZ prave a sa jednom tatkom prave b, sl. 97. odreduje jedan trougao
(na primjer AABN) i svaka duz prave b sa jednom tatkom prave a odreduje
trougao (nar. AMPC). Tacke. A, B, C, D, E odreduju ukupno (5-4):2=10 duzi, a
tatke M, N, P, Q (4-3):2=6 duzi. Dakle, trouglova ima: 10-4+6-5=70.

¢) Svaka duz prave a sa jednom duzi na pravoj b odreduje jedan konveksan trapez
(ili paralelogram). Takvih ¢etverouglova ima 10-6=60.

A B C D _ o

Ak
N P @

M
Sl. 97
265. Sabirke u zagradi grupisemo po dva na slijedec¢i nacin:
1 1 101 1 1 101 1 1 101 - .
c+—=—-+—=— .+, —+—=—— Kad t ako dobijene ove zbirove pom-
2 99 299" 3 98 3-98 50 51 50-51

nozimo sa 2-3-4-...-100, dobi¢emo zbir od 50 cijelih brojeva, pri ¢emu svaki od
njih ima jedan ¢inilac broj 101. Dakle, zbir je djeljiv sa 101. Generalizacija: Ako
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se radi 0 n sabiraka, n €N, tada ¢emo lako, na izlozeni na¢in dokazati da je
dobijeni zbir djeljiv sa (n+1).

266. Neka je x broj posjetilaca prije smanjenja cijene. Tada je ostvaren prihod 9x
KM. Po novoj cijeni od y KM broj posjetilaca je za 50% ve¢i i iznosi 1,5x, a prihod
je povecan za 25% pa iznosi 1,25-9x. Sada iz jednakosti 1,5x-y=1,25-9x dobija-
mo: y=(1,25-9):1,5= 11,25:1,5=7,50.

267. Tacke A, B, C, nisu na jednoj pravoj, sl. 98, jer bi u suprotnom postojale dvije
normale iz tacke D na jednu pravu, a to nije moguce. Dakle, postoji AABC. |z us-
lova ABLCD i ACLBD slijedi da je tacka D ortocentar AABC, pa je AD tre¢a visina

i zbog toga je ADLBC.
C P_\fA a
Al’
M
o b

SI. 98 SI. 99

268. Neka je «AMB=900, kao §to je opisano u zadatku. Oznac¢imo sa C presjek
prave BM sa a, a sa N i P ozna¢imo podnozje normale iz M na AB i na a, sl. 99.
Bududi da je MP polovina rastojanja izmedu a i b, slijedi da je duzina duzi MP
konstantna. Polozaj tacke M je odredena tako da je to srediSte duZi BC, tj. BM=MC.
Kako je AM1BM, slijedi da su pravougli trouglovi AMB i AMC podudarni, pa je
<BAM=<%CAM. Dakle, prava AM je simetrala ugla BAC, pa su normale na krake
ovog ugla iz tacke M jednake, tj. MN=MP. Slijedi da je MN konstantne duZine, $to
je i trebalo dokazati.

269. Neka je abc trazeni broj. Tada je abc = 33 (a + b + ¢). Iz ove jednakosti
slijedi da je abc djeljivo sa 3, pa je zbir cifara, tj. (a+b+c) djeljiv sa 3. dakle,
a+b+c=3k, pa je abc = 33 - 3 = 99k. Znadi, broj abc je djeljiv sa 9, pa mu je zbir
cifara 9 ili 18. (Ne moze biti a+b+c=27, jer je 33:27=891# 999). Provjerom
utvrdimo da je a+b+c=18 i abc = 594 = 33 - 18.

270. Neka je P presjeéna tacka dijagonala AC i BD trapeza ABCD, sl. 100. Prema
uslovu zadatka AACD je jednakokraki pa je «CAD=<ACD=x. Trapez je
jednakokraki pa je CP=DP i «CDP=«PCD. U jednakokrakom ACDP je spo-lja$nji
ugao xAPD=60°, prema uslovima zadatka, odakle slijedi «ACD=30°. Dakle,
2CAD=300, pa je i ¥CAD=309, a <ADC=1200°. Visina DN trougla ACD polovi
dijagonalu AC. Kako su unutrasnji uglovi AADN od 300, 60°i 909, to je

AN = ¥ cm, te je dijagonala trapeza je AC = 2AN = 3v3 cm. U pravouglom tro-
uglu ABC (%ACB=%BCD-<4ACD=1200-300) %BAC je 300, pa je AB=2BC=6 cm.

271. Pretpostavimo da postoje prirodni brojevi m i n, takvi da je m2-n2=101010.
Tada je (m+n)(m-n)=2-50505. Dakle, m+n je paran broj ili je m-n paran broj.
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Medutim, ako je m+n paran broj, tj m+n=2k, onda je m-n=m+n-2n=2k-2n, tj.
m-n=2(k-n). Tada je (m+n)-(m-n)=2k-2(k-n)=4k(k-n), tj. (m+n)(m-n) je
djeljiv sa 4, a 101010=2-50505 nije djeljivo s 4. Ako je m+n neparan broj, tj.
m+n= 2k+1, tada je m-n =m+n-2n=2(k-n)+1. Dakle, ako je m+n neparan broj,
tada je i m-n neparan broj, pa je (m+n)(m-n) takode neparan broj. To nije
moguce, jer je 101010 paran broj. Dakle m+n ne mozZe biti ni paran ni neparan
broj. Tre¢a moguénost ne postoji, §to znaci da ne postoje prirodni brojevi m i n
takvi da je m2-n2=101010.

272. Koristicemo nejednakost trougla. U AABK, sl. 101. je AK+KB>AB (1).
Sliéno, iz trouglova BCL, CDM, DEN i AEP dobijamo nejednakosti: BL+CL>BC
(2), CM+DM>CD (3), DN+EN>DE (4) i EP+AP>AE (5). Sabiranjem ovih pet
nejednakosti i grupisanjem sabiraka na lijevoj strani dobijamo nejednakost:
(AK+CL)+(BL+MD)+(CM+NE)+(DN+PA)+(EP+KB)>AB+B(C+CD+DE+EA.
Ocigledno je AC>(AK+LC), zatim BD>(BL+LM),..., itd, EB>(EP+KB) pa vazi
AC+BD+CE+DA+EB>AB+BC+CD+DE+EA. U trouglu ABC je AC<AB+BC, a sli¢no,
za trouglova BCD, CDE, DEA, EAB vaze nejednakosti: BD<BC+CD, CE<CD+DE,
DA<DE+EA i EB<EA+AB. Sabiranjem ovih pet nejednakosti dobijamo
AC+BD+CE+DA+EB<2(AB+BC+CD+DE+EA), $to je i trebalo dokazati.

Sl. 100 Sl. 101

273. Kako je (9x2+24x+16)+(y2-8y+16)=0 <= (3x+4)2+(y-4)2=0, onda slijedi.
Da je 3x+4=0iy-4=0;tj. x = —% iy = 4. Dakle, (k,n) = (—2,4), pa je jednadina
prave p:y = —gx + 4, a njen grafik je prestavljen na sl. 102. Prava p odsjeca na
koordinatnim osama pravougli AOAB sa katetama 0OA=3 i OB=4. Hipotenuza je
AB=5 ( AB*=0A?+0B?). a) Povrsina AOABje P = ~0A- 0B = 6.

b) Iz jednakosti povrsina %AB “h= §0A - OB slijedi 5h=12. Dakle, rastojanje od
tatke O do prave p: h = .

Sl. 102
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274. Prava AD je simetrala ugla BAC, a duzi CD i DN su normalne na krake ovog
ugla, sl. 103. pa je CD=DN. Slijedi da je ACDN jednakokraki sa jednakim
uglovima kod tjemena Ci N. Trougao BDN je pravougli sa o$trim uglom {3. Dakle,
<BDN=900-B=a. Kako je «BDN =«DCN+<DNC (spoljasnji ugao trougla), to je
<DCN =2, Sliéno se dokaze da u jednakokrakom A CFM vazi: % CFM =£.

90°

Trazeni ugao je <x = <MCN = 90° — % - g =90% — — =459,

Sl. 103 Sl. 104 Sl. 105

275. Oslobadanjem zagrada i sredivanjem utvrdi¢emo da je data nejednakost ek-
vivalentna sa a*-a3-a+1>0. Kako je a*-a3-a+1=a3(a-1)-(a-1)=(a-1)(a3-1), to
za a>1, dobijamo a-1>0i a3-1>0, pa je i (a-1)(a3-1)>0. Za a<1, slijedi a-1<0
i a3-1<0, pa je opet (a-1)(a3-1)>0. Time je data nejednakost dokazana.

276. Neka je ABC jednakokraki trougao upisan u krug k, sl. 104. takav da je
AC+h=2r=10 cm. Trazi se duZina visine h=BD, koja je simetrala osnovice AC, pa
pripada pre¢niku BE. Zbog toga je DE+h=2r, pa je DE=AC. Ugao BAE je prav
(ugao nad preénikom), pa je AD = % hipotenuzina visina AABE. U tom trouglu
vazi: AD>=BD-DE, odakle je: ()" = h- DE = h- AC,1j.%5 = - AC, pa je AC=4h.
1z jednakosti AC+h=10 dobijamo: 4h+h=10; h=2 cm.

277. Neka je u svakom od Sest odjeljenja bilo po k ucenika. Tada je 6k>150, pa
je u ostalim odjeljenjima bilo 6k-1,15=6,9k ucenika. Ukupno je u Skoli bilo
6k+6,9k, tj. 12,9k ucenika i 12,9k <400. Broj 12,9k mora biti cijeli i zbog

6k>150, je k>25. Jedino k=30 ispunjava uslove, pa je u $koli bilo 12,9-30=387
ucenika.

278.Vidi zadatak 190.

279. Neka su AD i CE visine AABC, sl. 105. Tada je «BAD=<«BCE (uglovi sa
normalnim kracima). Buduéi da je i AB=CO, slijedi da su pravougli trouglovi ABD
i COD podudarni. Zbog toga je AD=CD. Sada imamo pravougli AACD sa jednakim
katetama. Dakle, «ACD=450.

280. Neka su CD i AE, redom, visina na osnovicu i simetrala ugla <BAC, sl. 106.
Dat je tup ugao, §to znadi da je to <ACB=1080°. Onda je *BAC=3609, pa je u AACE
kod tjemena A ugao 18° = ? a ¥AEC=180°-180-108°=549, Kako je «BCD=
540 (=1080/2), to je ACOE jednakokraki i CO=EO. Neka je S srediSte simetrale
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AE. Kako je i D srediste AB, to je DS srednja linija AABE, pa je DS||BE i AOSD je
jednkokraki, a 0D=0S. Slijedi da je CO+0D= EO+0S=ES. Kako je AE=2-ES, slijedi
AE=2-CD, $to se i trebalo dokazati.

281. a) x3+7x2-5x-75=x3-3x2+10x2-30x+25x-75=x2(x-3)+10x(x-3)+25(x-
3)= (x-3)(x2+10x+25=(x-3) (x+5)2. b) P(n)=(n-3)(n+5)(n+5). AKo je n neparan
broj, onda je svaki od brojeva (n-3) i (n+5) paran, tj. djeljiv sa 2. Dakle, proizvod
P(n) tri parna broja djeljiv je sa 8.

C D s C
%P\ f f i
A D B A a H

B b E
SI. 106 sl. 107
v .1 2 3 4 5 6 9999 10000 .

282.O¢iglednoje-< =, - < -, =< -, -+, —— < —— paje:

2 3° 4 56 7 10000 10004
1 3 5 9999 2 6 1000 - 1 3 5 9999 .
.2 D L T . Neka Je X ==-=-Z-.. . Tadaje
2 4 6 10000 3 57 10001 2 4 6 10000
2 4 6 10000 2 4 6 10000 1 11 S .
2.2 2.0 ... =2.2.2..... . - . . pa pOSUednJa nejedna_
3 5 7 10001 11 3 5 10001 10001 x 19001 1
kost ima oblik x < ———. Odavde je xt < ,pajex <—

10001 10000 100"

283. Neka je x = abcde. Tada je labcde traZeni broj, pa je prema uslovima
zadatka, 3-1abcde = abcdel. Kako je x = abcde, to prethodna jednakost ima
oblik 3 - (100000 + x) = 10x + 1. Odavde je x=42857. Trazeni broj je 142857.

284. Kako je srednja linija m = aTJ'b, to je a+b=8 cm. Neka je E ta¢ka na produ-
zetku osnovice AB, takva da je Cetvorougao BECD paralelogram, sl. 107. Tada je
BE=b, pa je AE=a+b=8 cm. Trapez je jednakokraki, pa ima jednake dijagonale;
AC=BD. Kako je CE=BD, to je CE=AC, pa je AACE jednakokraki i tacka H
podnoZje visine iz C na AE. Za trougao AHC vazi: AC2=AH2+CH?; AC?= 42+32=25;
AC=5 cm.

285. lzraz A = m postize najvecu vrijednost kad je imenilac najmanji. Ime-

nilac je najmanji kad je 2a-3b=0. Tada je: y = (Za —-3b-— g)x +2(2a—-3b) +4
= (0 - g)x +2-0+4, pa je data funkcija: y = —>x +4 i njen grafik je prava
odredena tackama A(3,0) i B(0,4), sl. 108. Tijelo nastaje rotacijom trougla OAB
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oko hipotenuze AB. Dobijamo dvije kupe sa zajedni¢kom bazom polupreénika OS.
Poluprecnik je hipotenuzina visina AOAB i izraCunacemo ga koriste¢i povrsine
trougla AOAB: 0A-0B=0S-AB, 1j. 3-4=0S'5 (jer je AB?=0A?+0B?= 32+42=25).
Dakle, 0S = % = r. Zapremina tijela je
V=sr?m AS+sriom-SB =112 m-(SA+SB) =112 - AB;
- 1 . ﬂ 481

"5 =—.
3 25 5

286. Kako je, npr. a:b=hy:hq i a:c=hc:hg, to vazi a:b=4:6 i a:c=3:6, odnosno b =
2a ic=2a, paiz obimaia +>a + 2a = 9 slijedi: a=2 cm, b=3 cm, c=4 cm.

287. Neka je trazeni par (xy). Tada je xy=10(x+y), odnosno xy-10x-10y=0.
Transformi$imo jednakost xy-10x-10y+100=100: x(y-10)-10(y-10)=100.
Odavde dobijemo (y-10)(x-10)=100=1-100 =2-50=4-25=5-20=10-10. Ako
pretpostavimo da je x<y, dobi¢emo, npr. x-10=1iy-10=100, paje x=11iy=110.
Sli¢no iz x-10=2 i y-10=50, dobijamo x=12 i y=60. Ostala rjeSenja su: x=14,
y=35, ili x=1, y=30 ili x=20, y=20.

Sl. 109

288. Dokazimo da je ¥ASB=900, gdje je S srediste visine VH, sl. 109. Duzi AH i
HB su polupreénici kruga opisanog oko baze ABC. Dakle, AH = BH = aT‘E Iz pra-

iiedi VH? = VHZ — AH? = g% — & = 2% yy = 92 —az
vouglog AAHV slijedi VH? = VH? — AH? = a> —— = oo VH="5, aSH=7%

DuZi SA, SB, SC su medusobno jednake. Iz pravouglog ASAH dobijamo: SA? =

2 o _a?  a? _a?, a . . _AR2 fota-
AH? 4+ SH?* = St = SA = NoR Dokazacemo da je SA2+SB2=AB‘. Zaista:

SA%? + SB? = % + “Z—z = a? = AB?. Dakle, na osnovu obratne Pitagorine teoreme,
slijedi da je AABS pravougli i SALSB. Sli¢no se dokaze i da je SALSCi SBLSC.

289. Neka su a i b prva dva broja. Sljedeca Cetiri su a+b, a +2b, 2a+3b i 3a+5b.
Peti broj 2a+3b, moze biti 7 samo ako je b=1, pa je a=2. Zbir je 8a+12b =28.

290. Neka je pola trupa tesko x kg. Tada je trup tezak 2x, a glava (2+x) kg, pa je
2x=2+2+x; odakle je x=4, pa je som tezak 2+2x+2+x=4+3x=16 kg.

291. Neka su P, Q, R i S redom sredista duZi AB, CD, MA i DN, sl. 110. i neka je

AB=x, MA=y, DN=z. Kako je, prema uslovima zadatka je PQ=2x=28 cm i RS =
>+ 3x+-=51cm, odakle je x=14 i y+2z=18 cm, pa je MN=y+2z+3x=60 cm.
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292. Neka je x broj ljudi koji znaju oba jezika. Tada 85-x ljudi zna samo francu-
ski jezik, pa je 75+10+85-x=100, odakle dobijamo x=70.

293. Zbir cifara moze biti 7, a proizvod 6 samo ako su u pitanju cifre 6 i 1 ili 3,
2, 1i 1. Trazeni broj je paran, pa imamo 4 kandidata:16, 3112, 1312 i 1132.
Broj 1132 nije djeljiv sa 8, a ostali jesu.

Ay a
M
N
M
R P Q g &
M ABCD = N
b
SI. 110 Sl. 111
294. Prosirivanja datog razlomka brojem x dobijamo Z—i paje 3x+8x=374; x=34,
a trazeni razlomak je 12
8:34 272

295. Za jedan sat prvi radnik zavrsi jednu osminu, drugi jednu &etvrtinu, a oba zajedno
=+ = 2 posla. Ako su zajedno radili x sati, ondaje - x+7-1=1;x = 2.

296. Neka je N srediste duzi AB, sl. 111. Duz MN je hipotenuzina teZi$na linija, pa je
MN=AN. Neka su AA; i MM; visine jednakokrakog trougla AMN. One su jednake,
pa je rastojanje tatke M od prave AB uvijek jednako polovini rastojanja izmedu
pravih a i b.

297. @) P(x)=2x3+5x2+2x=x(2x2+5x+2)=x(2x2+x+4x+2)=x(x(2x+1)+2(2x+1)=
x(2x+1) (x+2). b) Kako je P(2)=40i P(3)=105, to je NZD(40,105)=5.

298. x2+y2-6x+4y+1013=(x2-6x+4)+(y2+4y+4)+1000=(x-3)2+(y+2)2+1000.
Ka-ko je (x-3)220 i (y+2)2=0, to je najmanja vrijednost polinoma jedanka
1000. Ona se dostize za x=3, y=-2.

299. Spoljasnji ugao pravilnog n-tougao jednak je 3(;—00 1z uslova zadatka je

360° _ 360°

n n+3

+ 10. Sredivanjem ove jednacine dobijase n(n +3) =9-12,pajen =
_nm=-3) _ 9(9-3) _

9. Broj dijagonala devetougla je D, = —— = ——=27.

300. Neka je E tatka na produzetku osnovice AB, takva da je BE=DC, sl. 112.
Cetverougao BECD je paralelogram, pa je EC=BD=d, i AE=AB+BE=AB+CD.
Povrsina trapeza je P = % (AB + VD) - h, gdje je h=12 cm=CF. Primijenimo
Pitagorinu teoremu na AACF: AF?=AC?-CF2=d,2-h?=225-144=81; AF=9 cm.
Sli¢no, iz ACEF racunamo: EF=16 cm. Dakle, a+b=AE=AF+FE=25 cm, pa je:

P =2-25-12 =150 cm?.
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D [

P
P
2 T(4.3)

- —
P77 z
A E B E [
‘

Py

Sl. 112 SI. 113

301. TraZeni broj je oblika 9abcde i neka je x = abcde. 1z uslova zadatka vazi
900000+x=4-(10x+9), pa je x=23076. Dakle, 923076 je trazeni broj.

302. Neka je y=kx linearna funkcija, koja sadrzi tacke 0(0,0) i T(4,3), sl. 113.
Tadajey = %x X. Ako druga linearna funkcija odsijeca na y osi duz OY=|y|, onda
je povrsina trougla: P =§- lyl -4 =10, pa je |y|=5, tj. y = £5. Druga funkcija,
pored tacke T, sadrzi tacku P1(0,5) ili tacku P2(0,-5).

Njena jednacina je y = —ix +5 iliy=2x-5.

303. Neka je DE visina osnove paralelopipeda, sl. 114. Trougao ADE je jednako-
kraki pravougli, pa je AE=DE=3, a EB=5-3=2. Za pravougle trouglove EBD i
BDD1vaZi: BD = VEB? + ED? = +/13; DD, = VBD? — BD? = /49 — 13 = 6 cm, pa

je zapremina tijela: v = 2222 - pp, = 22- 6 = 45 cm?.

AB+CD _ 4x+9x

304. Ako je AB=4x, onda je CD=9x, sl. 115, pa iz =13 je x=2 cm,
te je AB=8 cm i CD=18 cm. Kako je ¥ADC=<ACB i *DCA=%CAB (naizmjeni¢ni
uglovi), paje AACD=ABAC i vazi AC:AB=CD:AC; AC>=AB-CD=8-18; AC=12 cm.

) o
I
I
| D C
4 : B

]
I

1] I NI I c

#3950
- A B
{ ) B
Sl. 114 Sl. 115

305. a) Samo prvi zadatak rijeSilo je 25-20=5 ucenika. b) Na takmicenju je
ucestvovalo 37+5=32 ucenika.

306. Neka je  trazeni razlomak. Iz < < = dobijamo 2 < p < %L Kako je 1 <
= <7< 2,10 za g=2 ne postoji prirodan broj p ve¢i od -, a manji od <. Sli¢no

je zag=3 i q=4. Za q=5 izmedu % i %je prirodan broj p=4. Sli¢no, nalazimo: za
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q=6 je p=5, za q=7 je p=6, za q=8 je p= 7 Zaq= 9ne postoji prirodan broj p, koji
56

zadovoljava uslov. Trazeni razlomei su: —, = Ig.

307. Neka je x trazeni ugao. Njegov suplementni ugao je 1800-x, a komple-
mentni: 900-x. 1z (1809-x)-x=x-(900-x) dobijamo x = ? =67°30".

308. Neka je posljednji radnik radio x dana. Prvi je radio 5x dana, pretposljednji
2x dana, a ostali 3x i 4x dana. Dakle, radilo je 5 radnika. Za zavrSetak posla pot-
rebno je 24-5=120 radnih dana. Radili su 5x+4x+3x+2x+x=15x dana. Rjesenje
jednacine 15x=120 je x=8, pa ¢e posao biti zavrsen za 5-8=40 dana.

309. Neka je x broj koji se dobije kad se po¢etnom broju izbri$e prva cifra 2.
Pocetni broj je 200000+x, a dobijeni 10x+2. 1z 10x+2=3-(200000+x) dobijamo
x=85714, pa je trazeni broj 285714.

310. Neka je radniku A potrebno x dana da zavrsi posao, radniku B, y dana, a rad-
niku C, z dana. Za jedan dan radnik 4 zavrsi - posla, B zavrsi i aC- posla.

IZ24+>+2==i —+———i—+—=i. Sabiranjem i sredivanjem ovih jednakosti
x y z 20 x 15 y z 12

jer ity paj ——i—(3+3) =2 -1 =21 Takode va21——i—i
X y z 10 10 y 4 10 12 60" 10 15

Lil=l_ 11 RadnlkA zavr§io bi posao za 60, radnik B za 30 aradnik ¢

30 z 10 20
za 20 dana.

I
O~(M

A E b

Sl. 116 SlI. 117

311. Neka je <ABC=, sl. 116. Tada je «A0C=2, kao centralni ugao nad lukom,
nad kojim je periferijski <ABC, a *AMC=<AOC kao periferijski uglovi nad istim
lukom drugog kruga. Kako je «AMC spoljasnj ugao ACBM, to je «MCB=<AMC-
B=<A0C-B=2B-B=Pn i ACBM jednakokraki, te je MB=MC.

312. Neka duz BC sije¢e duzi CE, CA i CF utatkama M, O i N, tim redom, sl. 117.
Kako se dijagonale pravougaonika polove, to je O srediste duzi AC pasu M i N
tezista trouglova ABC i ACD. Dakle, BM = >BO = <BD, a DN =2D0 =2 BD,
pajei MN = 3BD, odnosno BM=MN=ND.

313. Neka je abcd trazeni broj. Iz jednakosti abed - 9 = dcba, , Slijedi a=1, jer bi

u protivnom proizvod na lijevoj strani bio petocifren. Proizvod 9-d se zavr§ava
cifrom 1, pa je d=9. Navedena jednakost postaje abcd - 9 = dcba = 9cb1. Cifra b




152 5
Boris Cekrlija
Matematic¢ka takmicenja uc¢enika osnovnih $kola Republike Srpske 1995-2019.
je manja od 2, jer bi u protivnom proizvod na lijevoj strani bio petocifren. Za b=1,
proizvod ¢9 - 9 zavrSava se sa 11, zhir 9-c+8 sa 1, proizvod 9-c sa 3, pa je ¢=7.
Kako je1179-9#9711, to u ovom sludaju zadatak nema rjeSenja. Za b=0,
proizvod ¢9 - 9 zavrSava se sa 01, zhir 9-c+8 sa 0, proizvod 9-c sa 2, pa je ¢=8.
Lako se provjerava da je 1089-9=9801.

314. P(x)=x3+3x2-x-3= x2(x+3)-(x+3)=(x+3) (x2-1)=(x+3) (x+1) (x-1). Ako je x
neparan prirodan broj, onda je P(x) proizvod tri uzastopna parna broja, pa je jedan
od njih djeljiv sa 4, a jedan sa 3. Dakle, P(x) je djeljiv sa 2-2-4-3=48.

315. 1z a:B=2:1 i a+P=900, dobijamo a =2t i =t, odnosno 2t+t=900, tj. t=309,
te je 0(—600 i B-300 .Trougao ABC je polovina jednakostrani¢nog AABD, sl. 118,
pajeAC===2cmiBC= AB‘/— = 2+/3 ¢cm. Povrsina trougla ABC:

P=2-AC h odnosno P =~ AC - BC, paje h = =< = 22f=\/§cm.

D

B Sl. 118

A

316. Kako je a=3k+ri=5l+r;=7m+r3, t0 je ri=a-3k, r.=a-51 i r3=a-7m, pa je
70r1+21r;+15r3-a=70(a-3k)+21(a-50)+15(a-7m)-a=105a-210k-105]-
105m= 105(a-2k-1-m), pa je navedeni broj djeljiv sa 105.

317. Neka je Goran ponio X KM. Prije snizenja bicikl je kostao 2x KM, a poslije

smzenJa Zx— =+ 2x = Zx. Nakon kupovine bicikla Goranu je ostalo x —2x =
—x KM, a poslije ¢as¢avanja trgovca x—lsm xX= x, pa je ?x =76 KM,
X—320 KM.

318. Iz 2b=c+a slijedi c=2b-a, pa je az+b2=c2=4b2-4ab+a?, 0dnOSNO ab = #
pa je, zbog % = 54, b2=144, 0dnosno b=12 cm; a = ? =9cmi c=2b-a=15cm.

319. x2-xy-2y2=x2+xy-2xy-2y2=x(x+y)-2y(x+y)=(x+y) (x-2y), to se data jedna-
¢ina svodi na a-b=18, gdje je a=x+y i b=x-2y. Tada je 2a+b=3x. Kakosu a i b
cijeli brojevi, razmotri¢emo sve slucajeve kad je 18 djeljivo sa a, zatim b=18: a i
2a+b djeljivo sa 3. Za a=1, b=18 je 2a+b=20. Za a=2, b=9, 2a+b=13. Za a=3,
b=6 je 2a+b=3x=12. Tada je x=4, y=a-x=-1. Za a=6, b=3 je 2a+b=3x=15, pa je
x=5, y=a-x=1. Za a=9, b=2 je 2a+b=20. Za a=18, b=1 je 2a+b=37. U slucaju
kad su a i b pozitivni, dobili smo rjeSenja (4,-1), (5,1). Dobijamo jo$ dva rjeSenja
(-4,1),zaa=-3i (-5,-1) za a= -6.
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320. Piramide SABCD i SAMN imaju jednake visine H=10 cm, sl. 119. Baza
piramide SAMN dobije se kad se od kvadrata odsijeku tri trougla i dalje raéunamo:
B=g2—2.53_33_27 27,10

BH
- cm?,V ="2=2—=45cm3.
2 2 2 3 2 3

321. Poznat je stav: prirodan broj i broj jednak zbiru njegovih cifara daju iste
ostatke pri dijeljenju sa 3 (0, 1 ili 2). Zbirovi cifara brojeva m i n su jednaki, pa
pri dijeljenju sa 3 daju isti ostatak. Zato je njihova razlika djeljiva sa 3, a broj
2002 nije, pa m-n ne moze biti jednak 2002.

322. Neka u grupi ima x uéenika od kojih y djevoj¢ica. Iz uslova zadatka je
2<y< %x. Dobijena dvostruka nejednacina ¢e imati cjelobrojna rjesenje ako
2 <%x, odnosno x>?. Najmanje cjelobrojno rjesenje je x=7, y=2. Dakle,
najmanji broj ¢lanova grupe ucenika je 7.

323. Ako je N=D, onda je P=Q=C i QN=PN=CD, pa je tvrdenje ocigledno. Do-
kazimo tvrdenje u slu¢aju kada je N izmedu A i D (u sluGaju kada je N izmedu B i
D dokaz je sli¢an). Neka je CM visina APQC, sl. 120. Cetverougao NDCM je
pravougaonik, pa je MN=CD. Prave PN i CD su paralelne, pa je <MQC=<ACD
(naizmjeni¢ni uglovi) i <MPC=«DCB (saglasni). Kako je «ACD=«DCB, to je
AMPC=<MQC pa podnozje M visine jednakokrakog APQC, je srediste osnovi-ce
PQ. Zato je NP+NQ=(NM+MP)+(NM-MQ)=2NM+ (MP-MQ)=2NM=2CD, jer je
MP=MQ i MP-MQ=0.

B A [of

N D
Sl. 119 SI. 120 Sl. 121

324. Neka se visina AA1, simetrala BB i teZi$na duz CC3 sijeku u tackama P, Q i
R, sl. 121, i neka je APQR jednakostrani¢an. Tada je ¥BPA1=<RPQ=600, pa je
4 B,BA=4B,BC=90°-4BPA1=30° i ¥ABC=600. Dalje je «CC3B=1800-xC3QB-
%(C3BB>=900°. U AABC duz CC3 je i visina i teZi$na duz, pa je AABC jednakokraki
sa uglom na oshovici «ABC=60°, odnosno AABC je jednakostranican, $to je sup-
rotno uslovu zadatka. Dakle, APQR ne moze biti jednakostrani¢an.

325. Prema uslovu zadatka je abc = 100a + 10b + ¢ = 5abc, pa je c=5(abc-20a-
2b). Dakle, cifra ¢ je djeljiva sa 5. Za ¢=0 dobijamo 5-a-b-0=0, pa broj abc nije
trocifren. Dakle, c=5, pa je 100a+10b+c=25ab, odnosno 2b+1=5a(b-4). Broj
2b+1 je neparan, manji od 20 i djeljiv sa 5, odnosno jednak 5 ili 15, pritom je
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b-4>0, tj. b>4. 1z 2b+1=5 slijedi b=2<4, §to nije moguce. 1z 2b+1=15 slijedi
b=7, aiz 2-7+1=5a(7-4) slijedi a=1. Dakle, 175 je jedini trocifreni broj koji je
pet puta veéi od proizvoda svojih cifara.

326. P(xy,z)=x2-8x +42-16+(2y)2++28y+72-49+(52)2-302+32-9+2076=(x-
4)2+ (2y+7)2+(52-3)2+2002= 2002>0, za sve vrijednosti x, y, z Najmanju vri-
jednost, 2002, polinom ima za x-4=2z+7=52z-3=0, tj. x=4, y——— z=2

5"

327. a) Prava AO je simetrala «BAC, pa je ¥BAO=%0AM, sl. 122. Dalje je
<BA0O=%A0M (naizmjeni¢ni uglovi), pa je «xOAM=<AOM. Slijedi da je AAOM
jednakokraki, pa je AM=0OM. Na sli¢an nacin se dokazuje da je BN=ON, pa je
MN=0M+ON=AM+BN. b) Neka je OK=d visina AABO. Tada je «KAO =
§<KAM = %(1800 — X0MA) = 30° pa je AAOK polovina jednakostraniénog

trougla, pa je A0=2d i AK =2d ? Kako je ABC jednakokraki trougao, to je
< KBN= «KAN=600; BO=A0; BK=AK. Obim je 0OA + OB + AB = 4d + 2d - /3.

328. Prema oznakama na sl. 123 vazi Oapc+2CD=(AD+DC+CA)+(DB+BC +CD)=
Oupc+Opsc, pa je CD = % (55 + 45 — 60) = 20 cm.

329. Dva najveca zbira su c+d=10 i b+d=9, a dva najmanja a+b=1 i a+c=2. Iz
posljednje dvije jednakosti dobijamo c-b=1. Zbir b+c moze biti ili 5 ili 6. Ako je
zbir b+c=5, onda iz c-b=1 slijedi: c=3, b=5-3=2, a=1-b=-1id=10-c=7. Ako je

13

b+c= 6, onda iz c-b=1slijedi c =%, b=6-c=a=1-b=-2id-c="2

Postoje dva rjesenja: -1, 2, 3, 7 ili —%, ; % ? (Provjeriti tvrdnje da se u oba
slucaja dobije Sest navedenih zbirova.)
€ q
D b _C /
i Q
N
N
A D B A a P B
Sl. 122 Sl. 123 Sl. 124

a2 2_ _
330. Kako je =50 = =2 = CD@IE _ g 4 1 42 1o je dati izraz cijeli broj

a-1 a—-1

kad a-1€{-2,-1,1,2}, tj. a €{-1,0,2,3}.

331. Neka je MN=x i neka prava q, koja sadrzi tacku N i paralelna je pravoj AD,
sijeCe prave AB i CD, redom, u tatkama P i Q, sl. 124. Neka je h; visina trapeza
ABNM (i APBN), a h; visina trapeza MNCD. 1z sli¢nosti trouglova PBN i QCN

(imaju jednake uglove) Slijedi LR Z—i % 1z jednakosti povr$ina trapeza ABNM
i MNCD dobijamo: ==+ b, = ) “hyy =2 Slijedi da je == .
a+x 2 a+ x—

x2-b2=a2-x2. Odavde je 2x2=a2+b? i na kraju x = /“ ;”’Z.
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332. Neka je ABCDE data piramida, S presjek dijagonala osnove, BM visina troug-
la EAB i neka je «DAB=600°, sl. 125. Trougao ABD je jednakostranican, pa je

DB=ai AS = aT@ Visina piramide ES je visina jednakostrani¢nog ADBE, pa je
H=ES= “‘TE Trougao ASE je jednakokraki pravougli sa krakom H, pa je njegova
hipotenuza b = AE = HV2 = “T‘/E Trougao EAB je jednakokraki. Primjenimo

Pitagorinu teoremu na AABM: h=BM = VABZ — AMZ = |q2 — 28 = 210

16 4’
2 i 2 2
Dakle, P =2'Pyp+4-Poyp =222 44 20 00 0005 (g
iv=l.p.g=l.0.908 a3 _d
\/E)IV_EBH_32 4 2 24

SI. 125

333. Tri devojcice ¢e posle 900 cm biti jednako udaljene od pocetne tacke, jer
900 je NZS za 75, 45 i 60. Na tom dijelu puta ¢e Dragana naciniti 12 koraka i
sljedeéi korak zapoceti desnom nogom. Istovremeno ¢e Mira zavrsiti 20-ti korak
i sljedeci zapoceti desnom nogom. Medutim, Sanja ¢e zavrSiti 15-ti korak i 16-ti
zapoceti lijevom nogom. Ali, poslije jo§ 900 predenih centimetara, odnosno
poslije 18 metara, racunajuci od pocetka, sve tri ¢e istovremeno iskoraciti desnom
nogom.

334. Na centralno mesto, gdje je u navedenom primjeru broj 1, mozemo postaviti
svaki od datih brojeva, osim broja 4, sl. 126. Brojevi koji se dva puta racunaju (u
navedenom primjeru poloZaji brojeva 2, 3 i 4) treba da daju zbir 12. Tada se ostali
rasporede "automatski". Navodimo rjesenja za slucaj centralnih brojeva 2 i 7.
(Objasnite zbog Cega je bitan zbir 12 i zasto ne moZe centralni broj da bude 4.)

5 6 4 2

&)
-
<
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335. Knjiga ima x stranica. Iz uslova zaklju¢ujemo da je polovina knjige za 15

stranica veca od trecine. Kako ; - § = % slijedi g = 15, pa je x=90.
D E c
o
A F\ B
Sl. 127 Sl. 128

336. Uglovi a i B sa normalnim kracima, ako nisu jednaki, moraju biti suple-
mentni. Kako je a=Bf+15030'18", to iz a+f=180° dobijamo B+15°30'18"+f
=180°, odakle je 2p=164°29'42". Dakle: =82°14'51", pa je a= 97°45'9".

337. Prvi automobil za 1 ¢as prede 280 : 4=70 km, pa ¢e za 7 ¢asova preci 490
km. Sli¢no izraunamo da drugi automobil za 7 ¢asova prede 770 km. Dakle,
rastojanje izmedu dva grada je 490 km +770 km=1260 km.

338. Trazeni zbir je: 10+11+12+...+54455+..+97+98+99=(10+99)+(11+98)+
(12+97)+..+(54+55)=45-109=4905.

339. Tacka T je presjek prave p i simetrale s ugla kojeg odreduju druge dvije date
prave, ozna¢imo ih sa a i b, sl. 127. Presje¢na tacka S pravih a i b je van crteza,
pa ¢emo prvo konstruisati prave a; i b1, paralelne saa i b, koje su od a i b jednako
udaljene (na slici za AM=BN=d). Simetrala s ugla MS1N je istovremeno i simetrala
ugla ASB (objasniti), pa se s i p sijeku u tacki T.

03+ e 2o (o (=)o —furbo =L 1ed () -0

341. Neka je bilo x u¢enika. Kako je ’2—( + % +§ = % slijedi da preostala 3 ucenika
&ine %x pa je éx =1, odnosno x = 28. Dakle, bilo je 28 u¢enika, od kojih 14
uéi matematiku, 7 muziku, a 4 uéenika ¢ute i razmisljaju.

342. Paralelogram je centralno simetri¢na figura, sa centrom simetrije 0, sl. 128,
pa je zbog toga EO=0F.

343. Neka je x data suma. Tada je 0,95x-90=3-160, tj. x=570:0,95=600 KM.
344. Neka su DE i CF visine trapeza, sl. 129. Ozna¢imo AE = BF = x = “2;"
Pravougli AAED je polovina jednakostrani¢nog trougla, pa je AD=2x=BC. Obim
trapeza je 0=AB+CD+BC+AD=a+b+2x+2x=a+b+4x=a+b+2(a-b). Dakle, 0=3a-b.
345. Stranice pravouglog AABE su: a, 5i 4V5, sl. 130, pa je a? + (2)2 = (4V5)";
a=8 cm. Dakle, obim: Oapcp=32 cm; povr§ina: Papcp=64 cm?.
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D ¢
E
X‘ﬁ) a
bl
60°
"TE 4T @ B
SI. 129 Sl. 130

346.Trazena povr§ina je jednaka povrsini kvadrata MPRQ, sl. 131, stranice MP =
g, jer polukrugovi nad pre¢nicima MQ i PR su podudarni sa polukrugovima nad

aZ

2
pre¢nicima MP i QR. Dakle, (3) =

D Q R

N P B
Sl. 131
347. a) P(x)=x3+5x2+3x-9=x3+6x2+9x-x2-9=x(x2+6x+9) - (x2+6X+9)=
(x2+6x+9)-(x-1)=(x+3)2:(x-1). b) Ako je x neparan broj, x+3 i x-1 su parni. Neka
je x+3=2m i x-1=2n. Tada je P(x)=(2m)2-2n=8m?2n, a to je deljivo sa 8.

A

348. Ocigledno je M u simetralnoj ravni diedra, sl. 132. pa je «<MON=30° i pra-

vougli AMON je polovina jednakostrani¢nog trougla. Rastojanje je OM. Kako je
__ oMV3 : __ 20N _ 48 _
ON === t0je OM === = == 16V3 cm.
23

349. Ako je x nepoznati broj, tada je x — (z - 3,5) =3x+ 15x,pajex = -5

350. Iz uslova je b=a-10, i c=a-5, pa iz obima nalazimo a: a+(a-10)+(a-5)=90;
a=35 cm, pa je b=25 cm i ¢=30 cm. Za stranice ai, b1, c1 sliénog trougla vazi:
ai:a=b1:b=c1:c=01:0=72:90=4:5. 1z a1:35=4:5 je a1=28 cm. Sli¢no dobijamo i
ostale stranice: b1=20 cm i c1=24 cm.

SI. 133

351. Neka su M i N sredista stranica AB i BC, sl. 133. Dijagonale AC i BD se po-

love. Onda, u AABD tezi$ne duzi su AO i DM. Tacka P je teziste trougla pa je
0P =22 =% a AP =222 = = Sli¢no se dokaze da je tatka Q teziste ABCD, te je

CQzAs—C. Dakle, tacke P i Q dijele dijagonalu AD na tri jednaka dijela.
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352. Kad se svi brojevi u proizvodu rastave na proste ¢inioce, dobi¢emo izvjes-
tan broj ¢inilaca 5 i ¢inilaca 2. Kako je 2-5=10, to ¢e svaki ovakav par proizvesti
na kraju nulu u krajnjem proizvodu. Dvojki ima viSe nego petica, pa ¢e broj nula
biti jednak broju petica datog proizvoda 1:2-3-4-5:6-...-45-46-47-48-49. Svaki
peti broj u ovom nizu je djeljiv sa 5. Takvih brojeva ima 9. U broju 25 ima viska
jedna petica, pa je petica ukupno 10. Dakle, proizvod se zavr$ava sa 10 nula.

353. Neka prvi utorak pada u a-ti dan u mjesecu. Datumi ostalih utoraka su: a+7.
a+14, a+21, i, mozda, a+28. Kako su, prema uslovima zadatka, tri utorka u par-
ne datume to a, a+14 i a+28 moraju biti parni datumi, pa je a=2. Posljednji uto-
rak u mjesecu pada 30-0g, a posljednji petak 4 dana ranije, tj. 26-tog.

354. Uglovi a i B su jednaki ili suplementni. Ako su jednaki onda je njihov zbir
4006'=66°46", a ako su suplementni onda im je zbir 1800.

355. Neka su to brojevi a i b, pa je 2652=a-b i 2244=(a-2)-b=a-b-2b=2652-2b,
te vazi 2b=2562-2244=408, pa je b=204. Rijec je o brojevima a=2562:204=13
i b=204.

356. a) Ako su x i y duZine stranica, onda je x+y=1001=1+1000=2+999=...=
500+5001, Dakle, ima 500 razli¢itih trazenih pravougaonika.

b) Uslov je x-y=2002=1-2-7-11-13, pa je x-y=1-2002=2-1001=7-286=11-182=
13:154=4-143=22-91=26-77; te ima 8 razli¢itih pravougaonika.

357. U ribnjaku ne moze ostati sedam ili viSe $tuka, jer bi one, da bi se zasitile
morale pojesti 21 ili viSe $tuka, $to znaci da bi u poéetku u ribnjaku bilo najmanje
28 Stuka, ane 25. U ribnjaku ¢e ostati 6 Stuka ako neka Stuka pojede jednu Stuku,
a zatim nekih drugih 6 pojede 6-3=18 preostalih, ukljucujuéi i onu koja je pojela
prvu Stuku.

358. Neka izmedu mesta A i B ima n kilometara. Broj n nije jednocifren jer bi u
protivnom zbir cifara na stubu u mjestu A bio 0+n=n<13. Broj n nema vise od
dvije cifre jer bi tada, na 89-tom kilometru od mesta A zbir cifara na stubu bio
veci ili jednak 9+9=18. Prema uslovima zadatka, na stubu u mestu A zbir cifara
je jednak zbiru cifara broja n. Dakle, n je dvocifreni broj ¢iji je zbir cifara 13: 94,
85, 76, 67, 58 ili 49. Ako je n=94, onda ¢e na jednom stubu biti brojevi 5 i 89,
pa je zbir cifara na njemu 5+8+9>13.Uo¢imo da je 85=6+79 i 6+7+9>13;
76=7+69 i 7+6+9>13; 67=8+59 i 8+5+9>13; 58=9+49 i 9+4+9>13. Dakle,
brojevi 94, 85, 76, 67, 58 ne zadovoljavaju uslove zadatka. Direktnim provjera-
vanjem zaklju¢ujemo da je n=49, tj. da je 49 km rastojanje izmedu mjesta A i B.

359. Neka su CE i CD redom visina i tezisna duz koje odgovaraju hipotenuzi pra-
vouglog AABC, sl. 134, i neka je «CAE=a=2003'=33023". Kako je a<45°, to se
duz CD nalazi u uglu ACE. Trougo AEC je pravougli, a AACD jednakokraki, pa je
2ACD=<%CAD=a. U AACD je «CDE spoljasnji ugao, pa je <CDE=2a= 66°46'".
Dakle, xECD=900-66046'=23014".
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C

Sl. 134
360. MM je srednja linija ABCA pa je MyM, = ==, sl. 135. MH, je teziSna duz
pravouglog ABH,C, paje: M H, = BZ—C = M,M,. Sli¢no se dokazuje da vazi MyH, =
M_.H, i M H, = M M,, Dakle, duzi M,H,, M,H, i M_H, su jednake stranicama
AMM,M.. Kako srednje linije dijele trougao na etiri podudarna trougla, to je

S
Pygmpme = 7
Ha

M, Ma SI.135

A He Mc B

361. Neka jen, = abcd = 1000a + 100b + 10c + d; n, = dcbha = 1000d + 100c +
10b + a, gdje su a, b, c, d cifre, a#0 i d#0. Tada je n1-n;=999(a-d)+90(b-c)=90.
Kako je zbir a+d najmanji, to je a=d=1. Iz jednacine 999(a-d)+90(b-c)=90,
zbog a=d=1, slijedi b-c=1. Odavde dobijamo da su b i ¢ dvije uzastopne cifre, a
njihov zbir b+c je najveci ako je b=9, c=8. Zbir b+c ne moze biti 18, jer je tada
b=c=9 i 999(a-d) =90 sto je nemoguce, jer je broj 999(a-d) ili jednak nuli, ili
veéi od -998, ili manji od 998. Trazeni broj je 1981.

362. 1z 0<A<1, 0<B<1i 0<C<1 slijedi 1-4A>0, 0<1-B<1, 0<1-C<1, pa je
(1-B)-(1-C)<0, i vazi 1-(1-A)-(1-B)-(1-C)=A+(1-A4)-(1-A)-(1-B)-
(1-C)=A+(1-4)-[1-(1-B)-(1-O)]>A.

363. Sateliti redom obidu Zemlju za 90, 105 i 120 minuta. Kako je 2520 najmanji
zajednicki sadrzilac brojeva 90, 105 i 120, to ¢e nad Sjevernim polom sva tri
satelita biti istovremeno poslije 2520 minuta. Za to vrijeme prvi satelit ¢e obiéi
Zemlju 2520:90=28 puta.

364. A=[ (4a+5b)?]2-[(4a-5b)?]2-160ab(4a-5b)?;
A=[(4a+5b)?-(4a-5b)?)]-[(4a+5b)?+(4a-5b)?]-160ab(4a-5b)?;
A=[(4a+5b)?-(4a-5b)?)]-[(4a+5b)2+(4a-5b)?]-160ab(4a-5b)?;
A=[(16a2+40ab+25b2)-(16a2-40ab+25b?)]-[(4a+5b)2+(4a-5b)?]-160ab(4a-5b)?;
A=80ab-[(4a+5b)?+(4a-5b)%]-160ab(4a-5b)?,
A=80ab-[(4a+5b)2+(4a-5b)?-2-(4a-5b)?]; A=80ab-80ab; A=6400a%b?.

Za a=-1i b=-2 dobijamo A=256000.
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365. Zadatak je tac¢no rijesilo 100%-12%-32%=56% ucenika. Neka je u razredu
bilo X u¢enika. Tada je 15760 -x = 14, x = 24, tj. x=25. U razredu je bilo 25 uéenika.

366. Neka je a=13, b=14, c=15. Izratunajmo, koriste¢i Heronov obrazac, povrsi-
nu trougla stranica a, b, ¢,; P =\/s-(s—a)- (s —b) - (s — ©), gdje je s = ==
Kako je, prema uslovima zadatka, s=21 to je P=84. Dakle, mjerni broj povrsine
trougla je cijeli broj, Sto je i trebalo dokazati.

D P C
Q
a N
a
300
A M B
Sl. 136

367. Neka su a i a; redom stranice kvadrata ABCD i u njega upisanog kvadrata
MNPQ; sl. 136, neka se tacke M, N nalaze redom na stranicama AB, BC i neka je
<BMN=300. Trougao NMB je polovina jednakostrani¢nog trougla stranice MN,pa
je BN =AM =2 i MB = “1Tﬁ Odavde dobijamo a = AM + MB = al%g i vazi:

1+V3\ 2 243, _ 2P, ~ _
T) =P == Py =5 5 P~ 054 P = 54%P.

368. Neka su x, y, redom, broj minuta za koje se buba kre¢e udesno, odnosno
ulijevo. Tada je 47x-37y=1, odnosnoy = = = x + = —. Kako y mora biti cije-
li broj, to 10x-1 mora biti djeljivo sa 37. Jedno rjesenje je x0=26 i yo=33. Tada
je x=37k+26, y=47k+33 (kEN). Zbir x+y=84k+59 je najmanji za k=0, pa je naj-
krace vrijeme 59 minuta.

P=a2=a12-(

369. Neka je s udaljenost izmedu mjesta A i B i neka je t vrijeme za koje moto-
ciklista prede tu udaljenost. Prema uslovima zadatka, vazi t = ;—5 -2it= % +1,
odnosno ;—5— 2= 55—0+ 1; pa je 10s-700=7s+350. RjeSavanjem ove jednaline
dobijamo s=350. Udaljenost izmedu mjesta A i B je 350 km.

370. Neka su prva dva broja a i b u nizu od $est datih prirodnih brojeva. Tada je,
prema uslovima zadatka, a+b tre¢i, a+2b Cetvrti, 2a+3b peti i 3a+5b Sesti broj.
IzraGunajmo zbir ovog niza: a+b+(a+b)+(a+2b)+(2a+3b)+(3a+5b)=8a+12b)=
4(2a+3b)=4-7=28, jer je 2a+3b=7.

371. Duzina luka AB jednaka je jednoj Sestini obima kruga poluprecnika 12 cm,
pajel = % -2-12m = 4m. Neka je CS=x, sl. 137. Kako su trouglovi SDC i SAB

jednakostrani¢ni, to je SD=CD=x i DB=AC=12-x. Dalje, prema uslovima zadatka
je 3x=x+2(12-x)+4m, 0dnosno x = (6 + m)cm .
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SI. 137 SI. 138

372. U kvadratu OMBN je AB = %, sl. 138. Zbir povrsina isje¢aka AMO i NCO
jednak je povrsini polovine kruga polupre¢nika g Povr§inu P ¢emo dobiti ako od
povrsine Cetvrtine kruga polupre¢nika AB oduzmemo povrSine dva isje¢aka AMO
i NCO i neosjenceni dio kvadrata OBMN:

p=ot @) m- (@ () )b (1) = 0z

373. Najmanji zajedni¢ki sadrzilac brojeva 2, 3, 4, 5 i 6 je 60 te svaki broj oblika
60k+1 (kEN,) pri dijeljenju sa brojevima 2, 3, 4, 5 i 6 daje ostatak 1. Prva vri-
jednost k=5 daje broj 301 sto je djeljivo sa 7, ali i svaka druga vrijednost k=5+7m,
MEN,, daje brojeve djeljive sa 7, te za m=4, tj. k=33 dobijamo broj 1981, koji je
najblizi broju 2003 jer je sljede¢i ve¢i od 2003, koji ispunjava navedene uslove,
2401 (m=5, k=40).

374. Posto buba treba da prede 36 dm ili 3600 mm to njoj treba ukupno 2400 se-
kundi za taj put. Za to vrijeme vrh minutne kazaljke ¢e opisati luk od 2400.

375. a) AANP je jednakostranican, pa je duz MN njegova visina, sl. 139.
b) Trouglovi AMC i NBC su podudarni, pa je trougao MNC jednakokraki.
c) Iz a) i b) slijedi 900-«PMC=60°+xPNC, pa je traZeni zbir KPMC+<PN(C=30°

C

A / B
"
A M N B O

SI. 139 Sl. 140

376. Neka su unutra$nji uglovi konveksnog ¢etverougla ABCD redom o, 3, yi 8 i
neka su 01, 02, 03 i 04 redom centri kruznica k1, k2, k3 i ks, sl. 140. Za ugao ¢

AAO:1B vaZi ¢, = 180° — % - ﬁz—l, gdje su a4 i By spoljasnji uglovi AAO4B. Sli¢no,

za ACOsD vazi @3 = 360° — "71 - % gdje suy, i 8; spoljasnji uglovi ACO3D. Dalje
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dobijamo: @, + @3 = 360° — - (& + 1 + Y1 + 8;) = 360° — - 180° = 180°.
Ka-ko su uglovi ¢4 i ¢3 suplementni uglovi, a sli¢no dobijamo da vazi i za uglove
@21 @4 @, + @, = 1800, to je Cetverougao 010,050, tetivni, tj. tacke O1, Oz, O3
i 04 pripadaju jednoj kruZnici.

377. Zbir svih moguéih 10 zbirova je 140. Bududi da se svaki od 5 nepoznatih
brojeva nalazi u 4 zbira, to je zbir traZzenih brojeva: 140:4 = 35. Zbir dva najveca
broja je 26, a zbir dva najmanja broja je 1, pa je srednji broj, tre¢i po veli¢ini
jednak 35-26-1=8. U nizu zbirova drugi ¢lan je zbir najmanjeg i treeg, tj.
6=-2+8, dakle najmanji broj je -2. Otuda dobijemo drugi broj 1-(-2)=3. Sli¢no
dobijamo Cetvrti i peti broj te je niz: -2, 3, 8, 11, 15.

378. Ako je matematicka sekcija imala ukupno n ¢lanova onda je svaki ¢lan na-
pisao n-1 razglednicu. Dakle, n ¢lanova je napisalo n:(n-1)=702. Kako je
702=26-27 to je broj ¢lanova matematicke sekcije 27.

379. Ako je 2003+n=m(n+1), tada je 2002=m(n+1)-(n+1)=(m-1)(n+1), §to
znaci da je n+1>1. Dakle, broj n+1 je djelilac broja 2002. Kako je
2002=2-7-11-13, to vazi n+1=2a-7b-11¢-134, gdje a, b, c i d mogu biti 0 ili 1.
Odavde dobijamo 24=16 mogucnosti izbora vrijednosti eksponenata a, b, c i d.
Dakle, postoji 16 moguénosti izbora za prirodan broj n koji zadovoljava uslove
zadatka.

380. Neka je F presjecna tacka visine AE trougla ACM i dijagonale BD &etvero-
ugla ABCD (AELCM i AELBD), sl. 141. Duz EF jednaka je visini ABCD koji
odgovara stranici BD i vazi:

Pasco = Pagp + Pacp =5+ BD - AF +~-BD - EF =~ BD - (AF + EF) = Pycy.

M

A B
Sl. 141 Sl. 142
381. Kako je povrsina trougla je, P=(x+3)(x+5):2=(x2+8x+15):2, sl. 142, a na 0s-
novu Pitagorine teoreme dobijamo (x+3)2+(x+5)2=64; x2+8x+15=30.
1z P=(x2+8x+15):2 i x2+8x+15=30 je P=15 cmz2.
382. Pretpostavimo suprotno, tj. da vazi x2+yz+xy+x+y+2=0. MnoZenjem ove
jednakosti sa 2 dobijamo: 2x2+2y2+2xy+2x+2y+4=0; (x2+2x+1)+(y2+2y+1)+
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(x2+2xy+y2)+2=0; (x+1)2+(y+1)2+(x+y)2+2=0. Posljednja jednakost je nemogu-
¢a, jer je (x+1)2+(y+1)2+(x+y)2+2>0 za sve realne brojeve x i y. Dakle, pret-
postavka je pogresna i vazi x2+y2+xy+x+y+2#0 za sve realne brojeve x i y.

383. Na sl. 143. je jasno da osjentena kruznica,

kotrljajuci se po kruznici a iz polozaja 1 do polozaja 2
preze put | = ZTT" Posto u istom smjeru mora preci jos 5

takvih duZina, to je ukupno 2 obrtaja.

384. Neka je 2x udaljenost izmedu uzletiSta aviona i

helikoptera. U trenutku susreta avion je preletio (x+50) km, a helikopter (x-50)
km. Avion je poslije susreta preletio (x-50) km za 1 ¢as i 20 minuta te je njegova
brzina (x — 50):% = @. Sli¢no racunamo da je brzina helikoptera x";so. Do

3=50) _ 2&450) 5 helikopter (x — 50): &2 =
4 3(x—50) 3

susreta avion je letio (x + 50):

2750 Kako su polijetali istovremeno to vazi 2520 — 33250
(x+50) 3(x—50) (x+50)

date jednakosti dobijamo: 4(x+50)2=9(x-50)2; 2(x+50)=3(x-50). Rjesenje ove
jednaéine je x=250 km. Brzina aviona je 150 km/h, a helikoptera 100 km/h.
Udaljenost uzletista je 500 km.

. Poslije sredivanja

a+b a+b

385. 1z P ==—=-h, prema uslovu zadatka je h? = = h tj. a+b=2h. Neka je na
produzetku duzi AB izabrana tacka F takva da je BF=CD=b, sl. 144. Tada je
&etverougao BFCD paralelogram, pa je BD=FC, a duz AF jednaka zbiru osnovica
trapeza: AF=a+b. Dijagonale jednakokrakog trapeza su jednake, pa je AAFC
jednakokraki i podnozje E visine CE je sredi$te duzi AF, stoga je AE=CE =h, pa je
LCAE=45°=«EFC. Odavde slijedi da je ugao ACF prav. Dakle, dijagonale su me-
dusobno normalne.

D b C

A a E B
Sl. 144 Sl. 145

386. Neka su h, hi i h visine trouglova ABN, AMD i MBC, sl. 145. Visina h je
srednja linija trapeza osnovica hy i h i vazi hi+h; =2h. Neka je AB=a. Prema
uslovima zadatka je AM = MB =>-a pa je: Payp + Pysc =AM -hy +>-MB -
hy =% @ hy +2-a-hy; Payp + Pupc =5+ (hy + hy) =5-2h == Ako lijevoj i
desnoj strani ove jednakosti oduzmemo njihove zajednicke dijelove povrSina,
povrsine trouglova AMP i MBQ, dobijamo: P,yp + Pysc — (Pamp + Pugg) =
Papn — (Papn + Pupq); Parp + Pecn = Pungp; Sto je i trebalo dokazati.
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387. Neka je m=100a+10b+c. Permutacijom cifara broja m dobija se Sest brojeva
Ciji je zbir S=2(a+b+c)(100+10+1)=222(a+b+c). Aritmeti¢ka sredina tih
brojeva je A=37(a+b+c). 1z uslova m=100a+10b+c=37(a+b+c) dobijamo 7a=
3b+4c tj. 7(a-c)=3(b-c). Kako je -9<b-c<9 i 7 dijeli b-c, imamo ove mogué-
nosti:

a) Ako je b-c=0, tada je a=b=c i traZeni broj je oblika aaa, a=1, 2, 3...,9.

b) Ako je b-c=7, tada je a-c=3, $to je mogucée za c=0, 1, 2, a tada dobijamo
trazene brojeve 370, 481 i 592.

c) Ako je b-c=-7,tada je a-c=-3, a to vrijedi za c=7, 8, 9, te dobijamo traZene
brojeve 407, 518 i 629.

388. Kako je XXX =100-X+10-X + X; XXX = 111 X, to vazi XXX Y+ Z =
2004; 111-X-Y +Z = 111-18 + 6. |z posljednje jednakosti slijedi X -Y = 18,
Z = 6, odnosno da postoje sljedeci slucajevi:

a) X=9, Y=2, Z=6; b) X=2, Y=9, Z=6; c) X=3, Y=6, Z=6; d) X=6, Y=3, Z=6. Zhog
uslova zadatka da jednakim slovima odgovaraju jednake cifre, a razligitim
slovima razlicite cifre, direktnim ra¢unanjem desifrujemo jednakost

XXX -Y +Z =2004; 222 -9 + 6 i 999-2+6=2004.

389. Ako 50 ucenika iz druge grupe rasporedimo u tre¢u grupu, onda ce, prema
uslovima zadatka, u te dvije grupe biti po 150 ucenika, tj. u drugoj i tre¢oj grupi
je ukupno 300 ucenika. To je, prema uslovima zadatka, polovina svih ucenika u
Skoli umanjena za 50 ucenika. Dakle, u $koli je ukupno 700 ucenika.

390. Broj je djeljiv sa 36 ako je djeljiv sa 4 i sa 9. To znaci da dvocifreni zavrse-
tak trazenog broja mora biti djeljiv sa 4 i da je zbir cifara tog sedmocifrenog broja
djeljiv sa 9. Najmanji sedmocifreni broj djeljiv sa 36 je oblika 1023xxx, gdje su
tri posljednje cifre predstavljene znakom . Dakle, prema uslovima zadatka, zbir
tri posljednje cifre je 21, jer samo u tom slucaju 1023##x je djeljiv sa 9. Odavde
zakljucujemo da su tri posljednje cifre trazenog broja 9, 8, 4; 9, 7, 5; 8, 7, 6.
Dalje, direktnim provjeravanjem uslova da je dvocifreni zavrsetak tog broja dje-
ljiv sa 4 dobijamo da je trazeni broj 1023768.

391. Kruznice k1, k. imaju zajednic¢ki centar O, sl. 146. Kako kruznicu k; dodiru-
ju prave a i MN, to se tacka O nalazi na simetrali s ugla koji ¢ine ove dvije pra-ve.
Prema uslovima zadatka, kruznica k; sadrzi tacke M, N i prema tome tacka O
pripada simetrali n duzi MN. Dakle, tacka O je presjek pravih s, n.




165

Rjesenja zadataka

392. Prema zadatku, ostar ugao je jedanaestina tupog ugla, pa je zbir ostrog i tupog
ugla dvanaest jedanaestina tupog ugla. Kako zbir ostrog i tupog ugla iznosi 1899,
to je tup ugao 1659, a ostar 150,

393. Vazi a=¥ i y=4aq te je y=¥. 1Z a+ B +y=180° slijedi %+%Y+y=
180° ; % =180°; y = 96°. Dalje vazi § = %Y =60% i a="Y=240-

394. Neka je Sasa za svaku vrstu bombona platio x KM. Prema zadatku, Sasa je

kupio f kg bombona jedne vrste i E kg bombona druge vrste. Kada se bombone
pomijesaju dobije se - += = i—’z‘ kg bombona. Kako je za njih platio 2x KM, to je
cijena jednog kilograma mjesavine 2x: % = 48 KM.

395. Pretpostavimo da smo konstruisali trazeni AABC, sl. 147. Neka je C srediste
duzi AB. Tada je B:C: srednja linija trougla ABC, te je B1Ci||BC. Tacka B je
presjek kruznice sa centrom u tacki B i polupre¢nikom r=5 cm; k(B,5), i prave
koja sadrzi tacku C1 i paralelna je sa pravom BC. Konstrukcija, sl. 148:

. duz AB=4 cm,

. LABp=6009;

. tacka C; - srediSte stranice AB;

. prava q koja sadrzi tacku C; paralelno sa pravom p;

. kruznica k(B,5);

. tatka By - presjek kruznice k i prave g;

. tacka C - presjek poluprave AB; i prave p;

. trougao ABC.

OISO~ WN

Sl. 147 Sl. 148

396. Neka trec¢i radnik zavr$i posao za x dana. Za jedan dan prvi radnik za-
vrsi =, 1 drugi =, treci = posla, a sva trojica zajedno — + — + = = = posla.

10 10 15 X 10 15 X 5
Odavde je x=30. Tre¢i radnik ¢e sam zavrsiti posao za 30 dana.

397. a) Od svih prostih brojeva samo jedan je paran, broj 2, a svi ostali su nepa-
rni. Prema uslovima zadatka, zaklju¢ujemo da je jedan od 2004 sabirka paran
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broj, tj. broj 2, a ostalih 2003 sabiraka su neparni prosti brojevi. Znaci, njihov
proizvod je paran broj. b) Kako je medu 2004 prosta broja samo jedan paran, to
su ostala 2003 prosta broja neparna. Kako je zbir 2002 neparna prosta broja paran
broj, to je zbir ta 2002 neparna prosta broja i broja 2 paran broj, §to je i trebalo
dokazati. ¢) Dokazali smo da medu 2004 prosta broja postoje 2003 neparna, pa
je i njihov zbir neparan broj.

398. Neka je ABCD trapez i neka je tatka M presjek produzenih krakova AD i BC,
sl. 149. Tada je «AMB=60°. Primjenom Pitagorine teoreme na trouglove ABM,
CDM, ACM i BDM dobijamo:

M

PV

A B
Sl. 149
AB2+CD?=(AM? +BM?)+(CM2+DM?)=(AM2+CM2)+(BM2+DM2)=AC?+BD?, §to je i
trebalo dokazati.
399. Povrsina P pravilnog dvanaestougla jednaka je povrsini sest podudarnih
deltoida ¢ije su dijagonale jednake polupre¢niku opisanog kruga, sl. 150. Dakle,
povrsina pravilnog dvanaestougla je P = 6 - % =6- ? = 108 cm?.

400. Datu jednac¢inu mozemo pisati u obliku (x+1)2+(y+3)2=0. Rjesenja ove jed-
nacine su x=-1 i y=-3. Vrijednost polinoma P(xy)= x2004+2003y, za x=-1, i
y=-3, je P(-1,-3)=(~1)2004+2003-(-3)=-6008.

Sl. 150 Sl. 151

401. Neka prava MO sijece stranicu €D u tacki N, sl. 151. 1z uslova zadatka ugao
MAD je jednak uglu AMO, pa je trapez AMND jednakokraki. Zato su dijagonale
trapeza podudarne: AN=MD. Kako su trouglovi AND, CMB podudarni (AD=BC;
<ADN=<MBC; DN=BM, kao centralno simetri¢ne duzi, u odnosu na tacku 0), vazi
AN=MC. Odavde, zbog AN=MD, dijagonale jednakokrakog trapeza, slijedi
MC=MD, $to je i trebalo dokazati.

402. Od svih neparnih brojeva, manjih od 100, formirajmo parove ¢iji je zbir 100.
Njih ima 25: (1,99);(3,97);..; (47,53);(49,51). Prema uslovima zadatka dato je
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26 razli¢itih neparnih brojeva i bar dva od njih predstavljaju neki od ve¢ nave-

denih parova ¢iji je zbir 100. Dakle, medu 26 razli¢itih neparnih brojeva manjih
od 100 postoje bar dva ¢iji zbir je jednak 100.

403. Velika kazaljka za 1 ¢as opiSe ugao od 3609, a za jednu minutu ugao od 6°.
Mala kazaljka za 1 ¢as opise ugao od 309, a za jednu minutu ugao od 0,5°. Neka
je potrebno x minuta da se kazaljke ¢asovnika prvi put poklope poslije 9 ¢asova.
Za to vrijeme mala kazaljka prede ugao 0,5-x stepeni, a velika kazaljka ugao 6-x
stepeni. Prema uslovima zadatka je 6-x-0,5-x=270, tj. x = 49 ﬁ Dakle, kazaljke

casovnika ¢e se poklopiti u 9 ¢asova i 49 11—1 minuta.

404. Date tacke predstavimo u y
Dekartovom pravouglom koordi-

natnom sistemu x0y, sl.152. Visina

MP trougla OMN je 4. Da bi  f---2 MEH
povrsina AOMN bila 14, to osnhovi-
ca ON mora biti 7. Dati uslov zado-
voljavaju ta¢ke N1(7,0) i N2(-7,0) i
dobijamo dva trougla ¢ija je povr-
Sina 14; AOMN; i AOMN,. Prava
OM prolazi kroz koordinatni poce-
tak i njena jedna¢ina je oblika y=kx. Tacka M(3,4) pripada pravoj OM i njene
koordinate zadovoljavaju jednadinu y=kx, te vazi 4=3k, , tj. k = g. Dakle, jedna-
¢ina prave OM je y = gx. Jednacina prave MN je oblika y=kx+n. Tacke M(3,4),
N.1(7,0) pripadaju pravoj MNp i koordinate zadovoljavaju jednadinu y=kx+n:
4=3k+n, 0=7k+n. Rjesavanjem ovog sistema jednacina dobijamo: k=-1, n=7, pa
je jednacina prave MN1: y=-x+7. Sli¢no, jednacina prave MN; je y = gx + %.

Vmm—————

No(7,0) / 0(0,0) N (7.0)

Sl. 152

405. Prema uslovima zadatka je H=17 cm, P,=204 cm?, sl. 153. Kako je povr§ina
dijagonalnog presjeka ACS: P, = %~ d - H, gdje je d duzina dijagonale osnove, a H

T2

visina piramide, to je d=24 cm, pa je a = % = 12+/2 cm. Primijenimo Pitagorinu
2

teoremu na trougao SOT: ST2=S02+0T2; h* = B> + (£) s h? = 172 + (6v2) s h =

19 cm. PovrSina piramide: P = a? + 2ah; s

P = (12v2)"+2-12V2-19 =

24(12 +19V2) cm?.

Zapremina piramide:

v=loa2H=1(12v2) - 17; sl. 153
V =1632 cm3.

|
N
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2
406. Kako je (x+3) =x2 4245, tovaziix? + 5 =L x2 424+ 5 =24 2;
2 X X X 4 X 4
(x + %) = 177 Odavde, zbog x > 1, slijedi x + % = % . Sli¢no, iz jednakosti
1\2 1 e 1\2 o9 Lo 1 3
(x —;) =x2-2 +3 slijedi (x —;) = Pa, zbog x > 1, slijedi x --=3
Sabiranjem jednacina x + )1—{ = ; ix— % = g dobijamo 2x=4, tj. x=2.

407. Povrsina konveksnog Cetvorougla ABCD jednaka je

zbiru povrsina trouglova ABC i ACD, sl. 154: c,

P = Pagc + Pacp = 5+ AB - CC, +5-AD - CC,, gdje su CCy, c
CC, redom visine trouglova ABC, ACD. Kako je BC=CC;,
CD2CCz, to vaZ: P=>-AB-CCi+5-AD-CC, < AB-
BC+3-AD-CD,tj. P <>-AB-BC+-AD-CD. Iz poslied- & o8
nje nejednakosti je 2P<AB-BC+CD-DA; AB-BC+CD-DA =2P,

Sto je i trebalo dokazati. SI. 154

408. Rastavimo 180 na ¢inioce: 180=1-2-2-3-3-5. Prema uslovima zadatka, pro-
izvod 1-2-2-3-3-5 treba predstaviti kao proizvod &etiri ¢inioca: 180=2-2-5-9;
180=2-3-5-6; 180=3-3-4-5; 180=1-4-5-9; 180=1-5-6-6. Dakle, Cetverocifreni
bro-jevi ¢iji je proizvod cifara 180 mogu se napisati redom pomocu cifara: 2, 2,
509;2,3,5,6; 3,3,4,5; 1,4,5,9; 1,5, 6, 6. Dabi Cetverocifreni broj bio djeljiv
sa 9, zbir njegovih cifara mora biti djeljiv sa 9. To vazi samo ako su cifre ¢etvero-
cifrenog broja 2, 2, 5,9 ili 1, 5, 6, 6. Najmanji takav éetverocifreni broj je 1566.

409. Neka je a stranica kocke. Tada je P1=6a2; P,=6(a+2)?; P1-P,=96, odnosno
6(a+2)2-6a2=96, tj. a=3 cm. Zapremina kocke: V=27 cms.

410. Prvim mjerenjem izmjerimo 1 gram $eéera, drugim mjerenjem na jednom
tasu stavimo izmjereni gram Secera i teg od 1 grama, te na taj nacin izmjerimo jo$
dva grama Secera. Tre¢im mjerenjem tegom od 1 gram i tri grama Secera mjerimo
jos 4 grama i imamo 7 grama Secera. Poslije Sestog mjerenja imacemo 63 grama
Secera. Sedmim mjerenjem stavimo 63 grama $ecera na jedan tas, a na drugi tas
teg i 62 grama Secera. Na taj na¢in imamo 125 grama Sefera. Osmim mjerenjem
izmjerimo jo$ 125 grama, devetim jo§ 250 grama i desetim jo§ 500 grama Sto
ukupno daje 1 kilogram.

411122 +£ = 90° je a + p = 180°. Kako je a = § +30°10'20", to je

B =74°54'50" i a = 105°5'20".

412. Tacka M se nalazi na simetrali stranice CD, a na udaljenosti 5 cm od tjemena
od Ci D. Zadatak ima dva rjeSenja.

413. Prema uslovima zadatka je - (x — y) =2, paje x —y = == Tadaje > (x — ) =
3 27 81
119 19
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414. a) Transformi$imo dati izraz: 1-2+3-4-...+2001-2002+2003-2004=(1-2) +(3-
4)+(5-6)+..+(2001-2002)+(2003-2004)=1002-(~1)=-1002.

b) Sli¢no dobijamo 1-3+5-7+9-..+1997-1999+2001-2003 = (1-3)+(5-7)+(7-9) +
(9-11)+..+(1997-1999)+(2001-2003)=501-(~2)=-1002.

1- (1-x)(1+x)
X

2 -
415.Va2i:%>x@i—x>o e=—r>0e > 0. Kako je x # 0, to za

x>0, t.x=>1vazi % <1, te za x > 0 nema rjeSenja. Za x=-1 jei: x. Svi ostali
cijeli brojevi x, x <-1, su rjesenja nejednacine, jer je = > —1; tj. = > x.

416. Zbir svih ¢lanovaniza 0, 2, 4, 4, 6, 8,9, 11, 13, 15 je 72. Budu¢i da se svaki
od 5 cijelih brojeva pojavljuje kao sabirak &etiri puta, to je njihov zbir 72:4=18.
Prema uslovima zadatka, zbir dva najvecéa broja je 15, a zbir dva najmanja broja
je 0, pa je srednji, tj. tre¢i broj po veli¢ini 3. U nizu zbirova drugi je zbir prvog,
najmanjeg, i tre¢eg broja, broja 3, pa je prvi od trazenih brojeva -1. Dalje, dobi-
jamo da je drugi broj 1, Eetvrti 5, a peti 10. Trazeni brojevi su: -1, 1, 3, 5, 10...

417. Neka je B; tacka simetri¢na sa tatkom B u odnosu na pravu s, sl. 155 Prava
s je simetrala jednog ugla odredenog pravima a i b, onda kada se tacka By nalazi
na prvoj a. KonstruiS§emo prvo tacku Bi, a zatim pravu a koja sadrzi tacke A i Bi.
Neka je C presje¢na tacka pravih a i s. Na kraju konstruisemo pravu b kroz tacke
Bi C. Ako je A=Bi, odnosno ako su tacke A i B simetriéne u odnosu na pravu s,
tacka € mozZe biti bilo koja tacka prave s, pa zadatak ima beskona¢no mnogo rjese-
nja. U ostalim slu¢ajevima ima jedno rjesenje.

Sl. 155

418.6)\/3+2\/7+\/3—2\/7=J(1+\/E)2+\/(1—\/§)2=|1+\/E|+
[1-v2| = 1+V2+(-(1-v2)) = 22
b)\/32+10\/7—\/32—10\/7=\/(5+\/7)2—J(5—\/7)2=|5+\/7|—
|5=V7| =5+V7 = (5-v7) =2V7.

419. Neka matematic¢ara ima M, filozofa F, a filozofi i matematic¢ara ima Z. Prema
uslovu zadatka je Z=10%M i Z=7%F, paje M = %F < F. Dakle, vise je filozofa.
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420. Prema uslovima zadatka i oznaka na sl. 156 povr§ina kruznog isje¢ka AEF je

2
a\2 av3
D60 g2 37 . (T) w120 g2
PAEF:—(Z) =—= Pugp=— cm? | Pogp = "~——=—; Pogp =mcm’.
360 24 2 360 36
1 a?V3

Povrsina Setverougla AEOF: Paogr =5 Page = 3+ = = 3V3 cm?, gdje je Py
povrsina AABC. Neka je P povrsina trazene figure: P = Pygp — Paogr + Pogr; P =
37 .p_ (5T 2
7-3\/§+TL’, P = (7—3\/§) cm-.

C

D C
h
A F E B
Sl. 156 Sl. 157

421. Neka je ABCD trapez €iji obim i povr§inu trebamo izradunati; AC njegova
dijagonala normalna na duzi krak BC, sl. 157. Prema uslovima zadatka, iz pravo-
uglog AABC primjenom Pitagorine teoreme izraunamo osnovicu trapeza AB:
AB?=AC2+B(?; AB?=602+452; AB=75 mm. Visina h trapeza je i visina pravoug-
log AABC. Kako je povr§ina AABC Py = % “AC - BC, Pype = % -AB - h, vazi: AC -
BC = AB - h. Kako je AC=60 mm, BC=45 mm, AB=75 mm slijedi h=36 mm.
Primijenimo li Pitagorinu teoremu na pravougle trouglove AFD i BEC dobijamo:
AF?2=AD?-DF?; BE2=B(?-CE?, AF?=392-362; BE?=452-362, AF=15 mm, BE=27
mm. Dakle, CD=FE=AB-(AF+BE); (D=33 mm. Obim trapeza:
0=AB+BC+CD+AD=192 mm. Povrsina trapeza ABCD:
P =" h; P=1944 mm?.
422. Neka je dat dvocifreni broj ab. Prema uslovima zadatka je ab + ba = n?, {j.
10a+b+10b+a=n?, 11(a+b)=n?, gdje je su a i b cifre, a n prirodan broj. Iz jedna-
kosti 11(a+b)=n2 slijedi da je 11 dijelilac broja n, te je i zbir a+b djeljiv sa 11.
Kako je, prema uslovima zadatka, a+b<18, to je a+b=11. Vrijednosti cifaraa i b
date su u tabeli:

a 2134|5678

b 9187|6543

a+tb |11 11|11 11|11 |11 |11

Dakle, dvocifreni broj ab je: 29, 38, 47, 56, 65, 74, 83, 92.

423. Pretpostavimo da smo napunili vodom bure zapremine 2004 litre koriste¢i
pri tome posude od 5 i 7 litara, redom, x i y puta. Dakle, vazi 5x+7y= 2004. Kako
je x = 22, to je brojilac 2004-7y djeljiv sa 5 ako je 4 cifra jedinica broja 7y.
Jedno rjeSenje jednadine 5x+7y=2004 u skupu prirodnih brojeva je x=1990, y=2.
Dakle, bure zapremine 2004 litre moZze se napuniti posudama od 5 i 7 litara.
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424. Prema uslovima zadatka vazi iz formule za povrSinu pravilne etverostrane
piramide osnovne ivice a i bo¢ne visine h dobijamo: P=a2+2ah; 5a?=a?+2ah;

u-iﬁl pa

a

2 2
h=2a.sl. 158. Za trougao OST vazi H? = h? — (2)°; H? = (2a)? =% H =
je zapreminu pravilne Cetverostrane piramide

.. 3.
V=§- a®-H,Za= ledobuamovza zﬁ

a

425. Neka su h, hy i h, redom visine trouglova ABN, AMD i MBC, sl. 159. Visina
h je srednja linija trapeza osnovica hi i h2 i vazi hi+h,=2h. Neka je AB=a. Tada
je AM = MB =>- AB ==~ a,ivaZi Payp + Pupc =5 AM -hy +5-MB -h, =2 a-
hy+5-a-hyi Pawp + Pupc =5 (hy +hy) =5-2h =% = Ppy. Dakle, Payp +
Pusc = Papy-Ako lijevoj i desnoj strani ove jednakosti oduzmemo njihove
zajedni¢ke dijelove povrSina, povrSine trouglova AMP i MBQ, dobijamo
Pamp+Pupc —(Pamn+Pusc)=Pasn—(Pamn+Pumpg); Parp+Pscn=Puonp, §to je i trebalo
dokazati.

Sl. 158 Sl. 159

426. TransformiSimo datu jednacinu: 4x2+9y2+162z2-4x-6y-8z+3=0; (4x2-
4x+1) +(9y2-6y+1)+(1622-8z+1)=0; (2x-1)2+(3y-1)2+(42-1)2=0. Za svaki

realni broj a vazi a220 , to je (2x-1)2+(3y-1)2+(4z-12=0 2ax = 2, y =7, y = 1.

427. Dati kvadrat podijelimo na 9 kvadrata stranice 1 metar,

s1.160. Kako ima 10 klikera to se bar u jednom kvadratu |4 ° R
nalaze najmanje dva Kklikera. Ta dva klikera se nalaze na °
medusobnoj udaljenosti koja je manja od duzine dijagonale ® °
kvadrata u kojem se nalaze. Kako je, prema uslovima °
zadatka, duzina stranice tog kvadrata 1 m to je duzina dija- ha L4 L
gonala v2 m. Dakle, dokazali smo da postoje bar dva kli- S1. 160

kera ¢ija je medusobna udaljenost manja od v2 m.

428. Kako je 90522=23-3-73-11, treba pomnoziti sa 2-3-7-11=462. Dobijeni broj
je (23-3-73-11)-(2-3-7-11)=2432-7+.112=(22-3-72-11)2=64682.

429. Neka je cijena jednog metra Stofa prije snizenja iznosila x KM. Tada se za

270 KM moglo kupiti 270 : x metara $tofa. Poslije sniZenja cijena je 0,8x i za 240
KM se moze kupiti 240:0,8x metara Stofa. Kako je 240: 0,8x :£ . %i =300:x, to

iz uslova zadatka dobijamo 300 : x-270 : x=1, pa je x=30 metara.
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430. Neka je E tacka na produzetku osnovice AB, preko tacke B, takva da je
BE=CD, sl. 161. Tada je AE=AB+BE=AB+CD=2 s. Cetverougao BECD je para-
lelogram i vazi EC=BD=2 s i AC=2 s, pa je AAEC jednakostrani¢ni. Zbog toga je

visina trapeza h = AEZ—‘/§ = s-/3, paje povriina P = s - h = s2V/3.

431. Neka je n prava kroz centar O kruga normalna na pravu MN, Q presjek pra-
vih MN i P presjek prave n i kruga, tako da je O na duzi PQ, sl. 162. Hipotenuza
je veca od katete, pa je MP=PQ i NP=PQ, pri ¢emu je bar jedna stroga nejed-
nakost. Zato je MP+NP>2PQ=> 2P0=2-3=6 cm.

432. Od 8015 prostih brojeva dva (2 i 5) se ne moraju zavravati ciframa 1, 3, 7,
ili 9. Preostaje 8013 brojeva, a kako je 8013=4-2003+1, to se bar 2004 broja se
zavr$avaju istom cifrom.

433. Neka treéi radnik zavr$i posao za X dana. Za jedan dan prvi radnik zavrsi 1—10
drugi —, treci = posla, a sva trojica zajedno — + — + = = = posla; tj. x=30.
15 x 10 15 x 5

D

A B
Sl. 161 Sl. 162

434. Neka su C i D centri malih polukrugova
polupreénika g a E centar upisanog kruga polu-

preénika x, sl. 163. Polupreénik velikog polukruga //‘

je 5, pa kako je OF=S-x i CE=5+x iz | E

pravouglog ACOE dobijamo CE2=C0?+0E?; A o D B
a 2 a\2 a 2 3qx _ a? . _a SI. 163

G+x) =) +(G-2) =5 pajex=5

435. Neka je upotrijebljeno x vre¢a od 27 kgi vreca od 72 kg. Iz uslova zadatka
dobijamo 27x+72y=1224 i 0sy<x, pa je x = 2% = 45 — 3y + 2= Broj x je
cijeli ako je y=3k-1, a tada je x=48-8k. Kako je 0<y<x, to je 0<3k-1<48-4k, pa
je % <k< g, tj. k€{1,2,3,4}. Seéer se moze pakovati na 4 nadina.

3a 2

436.Za AB=2iBc=2jepM=2% cN=2L MN=224+22 -2 4 164.

. s 777 s T T T T s V2 5z V2
Cetverougao MNCD je pravougli trapez visine MN, pa je njegova povr$ina
a a az

1 - 1



173

Rjesenja zadataka

437. Sest uzastopnih prirodnih brojeva koji nisu deljivi sa 7 su 7k+1, 7k+2,
Tk+3, 7k+4, 7Tk+5 i 7k+6. Njihov zbir 42k-21=21-(2k+1) djeljiv je sa 21, a
kako je 2k+1 neparan broj, zbir nije djeljiv sa 42. Zbir ¢e biti potpun kvadrat
ako je 2k+1=21n2. Na lijevoj strani je neparan broj, pa je i n neparan, a zbir
je 22n2. Za n=1 zbir je trocifren, a za n = 5 zbir ima vise od 4 cifre, pa je
n=3. Tada je 2k+1=9-21; k=94. TraZeni brojevi su 659, 660, 661, 662, 663
i 664.

438. Elementi skupa A su stepeni brojeva 11, 13, 17 ili 19, pa se zavr$avaju
ciframa skupa {1,3,7,9}. Ako dva broja imaju istu zadnju cifru razlika ta
dva elementa je djeljiva sa 10, a u protivnom postoje dva elementa ¢iji je
zbir djeljiv sa 10.
439. Prema sl. 165. ozna¢imo x=AS i y=BS. Duzi CS i DS su visine jednakos-
traniénih trouglova stranica 2x i 2y, pa je €S = xv3 i DS = yv/3. Iz pravouglih
trouglova CDS i ABS raGunamo 3x2+3y2=(S52+DS5?=CD?=3002, odakle je 3(x2+y?)=
3002=9-1002, pa je AB?=AS?+BS?=x2+ y2=3-1002, 0dnosno 4B = 100+/3.

E D D

A
Sl. 164 Sl. 165

. o _ 0 di® _ aP+c? 196242

440. 1z a:b=4:3 slijedi a=4t, b=3t, pa je 0 = b = ot

¢ = 2t. Povrsina dijagonalnog presjeka: P, =d-c=+vaZ+c2-c=+19t2 + ¢ -

¢ = 10t2, sl. 166. Zapremina kvadra je V = abc = 24t3, paje P;:V = 10t%: 24t3 =
3

5:12t = 2:1. Odavde je t= % i vazi v=24t3=2 =12 Dakle, P=

) 243 576"
2(ab + ac + bc) = 2(12t2 + 8t2 + 6t2) = 52¢% = 52 - % =3

27 144’

=25 7¢2 = 28t i
13

|
I
i
'
|
'
'
1

S T Sl. 166
S
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441. Posljednja cifra broja oblika (10a+1)2004 je 1. Takvih brojeva u datom
zbiru je 201. Poslednje cifre brojeva (10a+2)2004=((10a+2)4)501= (10c+6)501
Su 6. Sa 6 se zavrSavaju i brojevi (10a+4)2004, q(10a+3)2004 sa 1. Takvih
brojeva u zbiru ima po 201. Na sliéan nadin se pokazuje da je
(10a+5)2004=10b+5, (10a+6)2004=10b+6, (10a+7)2004=10b+1, (10a+8)2004=
10b+6, (10a+9)2004=10b+1 i (10a+0)200¢=10b+0, pri C¢emu brojeva navedenih
oblika ima po 200. Posljednja cifra datog zbira je posljednja cifra broja
201(1+6+1+6)+200(5+6+1+6+1+0) =6614. Dati broj se zavrsava cifrom 4.

442. Neka je 2n+1=k? i 3n+1=e2, gde su k i e prirodni brojevi. Tada je 5n+3=
4(2n+1)-(3n+1)=4k?-e?=(2k-e)(2k+e)>0. DokaZimo da su &inioci 2k+e i 2k-e
veéi od 1. Ocigledno je 2k+e = 3, a 2k-e>0. Ako je 2k-e=1, onda je e=2k-1, pa
je e2=3n+l=(2k-1)2=4k?-4k+1. Tada je 1=3(2n+1)-2(3n+1)=3k2-2(4k2-
4k+1)=-5k?+8k-2, pa je 5k2-8k+3=0. Takode vazi 5k2-8k+3=4k2+k2-8k+3=
k2+4(k-1)2-1. Dakle, k2+4(k-1)2-1=0, odnosno k2+4(k-1)2=1. Kako je, prema
uslovima zadatka k2+4(k-1)2>1, to slijedi 2k-e>1, pa je broj 5n+3.

443. Devet datih brojeva, ¢iji je zbir 171, treba rasporediti u tri reda tako da je u
svakom redu zbir jednak, sl. 167. Dakle, zbir u svakom od tri reda je 171:3=57.
Izaberemo po tri broja ¢iji je zbir 57, na primjer:7+23+27=57, 3+23+31=57,
3+19+35=57. Kako se, na primjer, broj 23 kao sabirak pojavljuje u dva od tri
zbira, to znaci da sabirke zbira 7+23+27 piSemo u nekom redu koji oznacimo sa
x, a sabirke zbira 3+23+31 u koloni koju smo ozna¢ili sa y. Red x i kolona y imaju
zajednicko polje u koje pisemo njihov zajednicki sabirak 23. Dalje se razmat-
ranjem na slian nacin nastavlja metodom pokusaja. Jedno rjeSenje je:

7 12327
15|31]11
3513 |19

444, 20 minuta je jedna trecina sata. Ako cijeli vinograd okopa za x sati, onda je
2x =7 paje x = 8 sati. Za okopavanje * vinograda treba = - 5 = 5 sati.

c

D C
3t | 3 | 23

E
11| 19| 27
& D

15 3| 7 [ o

A B A B

sl. 167 sl. 168 sl. 169

445. 1) Ako je p prost broj veci od 2, onda je on neparan, pa je i pi1 neparan broj.
Dakle, zbir p11+2005 je paran broj. Kako je p11+2005>2, to je zbir p11+2005
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sloZen broj. 2) AKko je p=2, onda je p11=2048, pa je p11+2005=4053=3@1351.
Dakle, p11+2005 je sloZen broj, $to je i trebalo dokazati.

446. Ako je x duZa stranica manjih pravougaonika, a kraéa y, onda je x=2y pa je
6y=60 ili y=10 cm, a x=20 c¢m, sl. 168. Obim pravougaonika ABCD je 2x+2(x+y)
=100 cm pa je stranica kvadrata 25 c¢m, a povrSina 625 cm2.

447. Neka je x broj grupa. Tada je 6x+2=7x-3, tj. x=5. Dakle, bilo je 5 grupa i 32
ucenika.

448. Neka suma novca iznosi x KM. Tada vazi 2x +2x + Gx - 85) =x, paje
x=120. Dakle, ukupno je podijeljeno 120 KM.

449. Uo¢imo AADE, sl. 169. Kako je prema zadatku <DAE=159, to je ¢=15°. U
AABE, prema uslovima zadatka, vazi %+a+(p =180°. Za =75° dobijamo
a=700. Dakle, unutrasnji uglovi trougla su 700, 700, 400.

450. Pretpostavimo da svih 2435 mjesnih zajednica imaju razli¢it broj stanovnika
i da svaka mjesna zajednica ima bar jednog stanovnika. Tada bi ukupan broj
stanovnika svih mjesnih zajednica bio (2435-2436):2=2965830 $to je vise od
1083764. Dakle, bar dvije mjesne zajednice imaju isti broj stanovnika.

451. Neka je x cijena robe. Poslije poveanja za 25% nova cjena iznosi 1,25x.
Dakle, vazi 1,25x: x=100 : p, tj. p=800°. Novu cijenu treba smanjiti za 20%.

452. Kako je AD=BC; FD=FC; «FDA=4FCE=1500; vazi AADF=AECF, slika 170,
pa je AF=EF, ¥DFA=<«CFE. Takode je XAFE=4AFC+XCFE=XAFC+ <DFA=
XDCF=600°. 1z jednakosti AF=EF, XAFE=60° slijedi da je AAFE jedna-
kostranican, $to je i trebalo dokazati.

D C
E
A B
SI. 170
453. Broj dijagonala mnogougla koji ima n stranica je D,, = @ i prema uslovu

zadatka je "> = 15n, odnosno n(n — 3) = 0, tj. n = 33. Zan = 33 iz formule za

zbir unutrasnjih uglova mnogougla S,, = 180 - (n — 2) dobijamo

Si3 = 180 - (33 — 2) = 5580°.

454, Kako je x2+y2+2x-6y+10=(x+1)2+(y+3)2=0, to je jednakost moguca ako je
x=-11y=3. Tada je P(xy)=(-1)2005+2005-3=-1+6015=6014.
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455. Neka su a, b katete, a c hipotenuza pravouglog AABC u koji je upisana kruz-
nica polupreénika r sa centrom O, sl. 171. Duzi OM, ON i OP su polupreénici
upisane kruZnice; hipotenuza c je pre¢nik R opisane kruznice. Prema uslovima
zadatka je 2 = 1,05; b = = a. Kako je c = Va? + b2, to za b = 2 a dobijamo ¢ =

ga. Iz formule r = £2=¢

zab=2aic=2qjer="a Kakojec=2Ric=
2 20 20 10
Batojer=2a.ZaR=2air =-qizjednakosti R-r=17 je

20 40 40 1021

%a—%a: 17, a=40cm. Iz b =Gmaa =40cm, je b=42 cm. Dakle,

povrsina trougla je P = a?b; P =840 cm?.

SI. 171 S1.172

456. Kvadriranjem datih jednac¢ina dobijamo 3(x-2005)=9; y=671, z=2009. Iz
prve jednacine je x=2008. Dakle, x+y+z=4688.

457. Kao je 3 = 2008 — x i , prema uslovima zadatka, je prirodan broj, to je i 5
prirodan broj. Dakle, ye{1, 2,4} i vazi: 1) zay=1 je x=1996; 2) zay=2 je x=1998;
3) za y=1 je x=1999. Jednakost x + 3 = 2008 je tacna za uredene parove (1996,
1); (1998, 2); (1999, 4).

458. U pravouglom AABD kateta AD=8 cm, sl. 172. Tacka A je od ravni o udaljena
4 cm, AE=4 cm, odnosno AE = %. Dakle, AADE je pravougli sa o$trim uglovima
300 600° pa je ugao diedra <ADE=300.

459. Date tacke predstavimo u pravouglom koordinatnom sistemu xQOy, sl. 173.
Visina MP trougla OMN je 4. Da bi povrsina trougla OMN bila 14, to osnovica ON
mora biti 7. Dati uslov zadovoljavaju tacke N1(7,0) i N2(-7,0) i dobijamo dva
trougla ¢ija je povr§ina 14; AOMN: i AOMN,, slika. Prava OM prolazi kroz
koordinatni pocetak i njena jednacina je oblika y=kx. Tacka M(3,4) pripada pra-
Voj OM i njene koordinate zadovoljavaju jednacinu y=kx, te vazi 4=3k, tj. k = g.
Dakle, jednaéina prave OM je y = gx. Jednagina prave MN; je oblika y=kx+n.
Tacke M(3,4), N1(7,0) pripadaju pravoj MN; i prema tome njihove koordinate
zadovoljavaju jednalinu y=kx+n: 4=3k+n; 0=7k+n. Rjesenja ovog sistema
jednacina dobijamo: k=-1, n=7, pa je jednacina prave MN;: y=-x+7. Sli¢no se

odredi i jednacina prave MN: y = gx + 15—4,
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Ve

N, (7,0) / 0(0,0)

SI. 173 SI. 174

460. Transformi$imo datu nejednacinu:

xy(x+y-2z)+yz(y+z-2x)+xz(x+z-2y)=20;

X2y+Xy2-2zXy+y2z+yz2-2Xyz+X27+x22-2Xy720;

(x2z-22zxy+y2z)+(xy2-2xyZ+yz2)+ (X2y-2XyZ+yz2)20;

z(x2-2xy+y?)+x(y2-2yz+z2)+y(x2-2xz+22)=0;

z(x-y)2+x(y-z)2+ y(x-z)?=0.
Za svaki realni broj a vazi a2=0, to je (x-z)220; (x-y)220; (y-z)2=0. Kako je,
prema uslovima zadatka x>0, z>0, y>0, to je tatna i nejednakost
z(x-y)2+x(y-z)2+y(x-2)220, pa je tacna i njoj ekvivalentna nejednakost
xy(x+y-2z)+yz(y+z-2x) +xz(x+z-2y)=0.

461. Trougao ACD jednakokraki i vazi AC=CD, a trougao CED je pravougli sa

otrim uglovima 300i 600 i vazi CE =%_ﬂ sl. 174 Kako je AAED = ABED,
toje AE = BE = = Vazi: AC=AE-CE; CE = " BE =% AC =2 — =5 CE = >+ <
AB; AC+——— CE="525=ac =7 Dakle AB:AC:CE:BE = AB :

2 2
2 f.f,paJeAB AC: CE BE =1: 3:%

Sto je i trebalo dokazati.

462. Transformi§imo broj 9912345 na sljedec¢i nacin: 912345=(100-1)12345=4-100-
1, gdje je A prirodan broj. Dakle, 99 je dvocifreni zavrsetak broja 9912345,

NIH ”

odnosnoAB AC:CE:BE=6:2:1:3,

463. Neka je a-b=c, tada, prema uslovima zadatka, vazi a+b+c=10000 i c=3b.
Dalje, iz jednakosti a-b=c, zbog c=3b, dobijamo a-b=3b, tj. a =4b. Dakle,
4b+b+3b=10000, odnosno b=1250, pa je a=5000 i c=3b=3750.

464. Vazi: 420=2-2-3-5-7-=1-2-2-3-5-7. Odredimo pet brojeva od datih ¢inioca
1, 2, 2, 3,5, 7 &iji je proizvod 420, a zbir 20: 7-5-4-3-1=420; 7+5+4+3+1+20.
Dakle, trazeni brojevi su: 1, 3, 4, 5, 7.

465. a) Neka je A=123, pa traZene brojeve dobijamo razmjestanjem brojeva A, 4
i 5. Postoji samo 6 takvih moguénosti: A45, A54, 4A5, 45A,5A4, 54A, tj. 12345,
12354, 41235, 45123,51234, 54123

b) U svakom od rjesenja iz slu¢aja a) moZe se broj A napisati na 6 nacina: 123,
132, 213, 231, 312, 321, pa je trazenih brojeva ukupno 6-6=36.
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466. Povrsina se povecala za povr§inu kvadrata stranice 5 cm, tj. za 25 cm? i za
dva podudarna pravougaonika povrSine 5-x, dakle za povrsinu (25+2-5-x) cmz.
Zato je 25+2-5-x =155, pa je h=13 cm.

467. a) Kako je 363=3-11-11, 231=3-7-11i NZD (363,231) =3-11=33 to je stra-
nica trazenog kvadrata 33 cm. b) Povr§ina plode je 363:231 cm?, odnosno
363:231=(33:11)(33:7)=(33-33)-77 to zakljuujemo da ¢e se dobiti 77 podu-
darnih kvadrata.

468. Kako je a+1=a+b+c+d+5; b+2=a+b+c+d+5; c+3=a+b+c+d+5; d+4=a+b+c
+d+5. sabiranjem ovih nejednakosti dobijamo (a+b+c+d)+10=4(a+b+c+d)+20,
odnosno a + b +c+d ==

469. TraZeni broj je oblika abcd. a) Prema uslovima zadatka je a€{1, 2, 3, 4} (4
moguénosti) i bE{0, 5} (2 moguénosti). Dalje zakljucujemo: Za cifru b ima osam;
za cifru ¢ sedam; za cifru d Sest kandidata. Dakle, trazenih brojeva ima
4-8-7-6-2=2688. b) Prema zadatku a€{1, 2, 3, 4} (4 moguénosti) i b{0, 5} (2
mogucénosti). Umjesto b, ¢ ili d mozemo napisati bilo koju od 10 cifara. Dakle,
dobijamo 4-4-10-10-2=8000 brojeva.

469. Oznacimo trazeni broj sa X.

Ako broju x dopi§emo sdesna cifru 9, x-10+9
dobijeni broj podijelimo sa 13, (x:10+9):3
zatim tom koli¢niku dopisemo sdesna 1 | [(x-10+9):13]-10+1
i dobijeni broj podijelimo sa 11, {[(x-10+9):13]-10+1}:11
dobije se broj 21. {[(x-10+9):13]-10+1}:11=21
Rjesenje jednacine {[(x-10+9):13]-10+1}:11=21 je x=29.
471.
Znakod a, b, ¢ Vrijednost izraza
b a b € abc a b c abc
‘ € | dal | To[ | Iel | abel | Tal " [o] " Iel " Tabel
+ | + + 1 1 1 1 4
+ |+ - 1 1 -1 -1 0
+ | - + 1 -1 1 -1 0
- | + + -1 1 1 -1 0
+ | - - 1 -1 -1 1 0
- |+ - -1 1 -1 1 0
- | - -1 -1 1 1 0
- | - - -1 -1 -1 -1 -4

472. Trougao EDA je jednakokraki (AE=AD) sa uglovima na osnovici 750.
Takode, trougao FEB je jednakokraki (EB=FB) sa uglovima na osnovici 459, sl.
175. Takode vazi: *DEF=<DEA+<AEB+<BEF=750+600+450=1800, pa je <DEF
opruzen, tj. tacke su D, E, F kolinearne.

473. Koristeci podatke sa sl. 176, koordinate tjemena kvadrata ABCD su:
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trougao ADO: A (“T\E,o) iD (0,%); trougao APB: B (“T‘E+%%§) trougao CQD:
G5+

474. Neka je povrsina njive x ari. Vrijeme potrebno da se preore prva polovina
njive je gl—lo vrijeme potrebno da se preore druga polovina njive je §§ Prema
uslovima zadatka vazi E : é = E : % + 2. Rjesavanjem ove jednacine dobijamo x =
40 ari. Seljak je prvu polovinu njive (20 ari) orao 2 ¢asa, a drugu 4 ¢asa i ukupno
je radio 6 ¢asova. Oranje je zapoceo u 6 Casova.

D C
750 5 E
75 >
o0 \ 45
45 F
30 30°
60° 60° 60’ X
A B
Sl. 175 Sl. 176

475. Sabiranjem jednakosti: a2+2b=7, b2+4c=-7 i c2+6a=-14 dobijamo: az+2b+
b2+4c+c2+6a=-14, tj. (a+3)2+(b+1)2+(c+2)2=0. Iz posljednje jednakosti slijedi
a=-3, b=-1, c=-2. Dakle, a2+b2+c2=14.

476. Teziste T dijeli tezi$nu duz u odnosu 2:1.
Neka je m=MT, 2m=AT, n=NT i 2n=CT, sl.
177. 1z pravouglog AANT, koristeéi Pitagori-
nu teoremu, dobijamo 4m2+n2=162=256.
Sli¢no, za ACMT vazi: 4n?+m?=122=144. Sa-
biranjem  ovih  jednakosti  dobijamo:
5mz+5n2= 400, pa je m2+n2=80. Dalje, iz
AACT je 4m2+4n2 =AC?, tj.
AC?=4(m2+n?)=4-80=320. Dakle, AC = 320 = 85 cm.

477. Prema podacima sa sl. 178 vazi: |AB| = b =
r=+3cm;r= g . %E = aTS cm. Povrsina kruga:
P, =1r%m; P, = 3w cm?. Povr§ina APQR: Ppor =
#; Ppor = 94—‘5 cm?. Izratunajmo povr§inu Sesto-
ugla ABCDEF: Pygcppr = 6 - riTﬁ = ?Tz; Papcper =
gz—ﬁcmz. Povrs$ina kruznog odsjecka koji odgovara

luku AB:
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93
P—P 3m-== _ 6m-9V3 . iy .
= K ABCDEF. p .~ — z = 2= ¢m?. Povr$ina figure ograniCene tetivama
12

PAB - 6 6
AB i PQ i datom kruznicom: P = ZX2PR _p o p =T o2,
3 6

478. x| <V x2-2x+1e|x|<{ x—-1D?e |x| < |x—1].

. _ (% x<0, (~(x=-1),x<1 ...
Kak0]e|x|—{x'x20||x 1|—{ x_l’letOVaZI.
1) x € (—,0) 2)x €[0,1) 3) x € [1, +)
—x<—(x—1) x<—(x—1) x<x—1
—x<-x+1 N <1 0 < —1, §to je nemoguce.
0<1 2
— 1
* € (=.0) x€0,5)

Rjesenje nejednadine: x € (—0,0) U [0%), f.x e (—00,%).
. 1,1\ _ 9 2x+y) _ 9 2
479. KakOJEZ(;+;) =5 © 5o " e2(x+y); =%y e
2x2 = 5xy +2y? =0 e (2x —y)(x — 2y) = 0, to iz posljednje jednakosti slijedi
1

2x—y=0i|ix—2y=0,teje§=;i§=2.

480. a) Vidi sl. 179. b) A(5,-4), B(7,2), C(6,7), D(4,3).
C) Puapco=Ppors—(Prags+Pasrc+Pacsp+Papra). Kako je Ppors=3-11=33, Paags=

26 15 _5 24 17 _7 .
Pagp =~ = 6,Pprc =~ =5 Pesp =~ =4, Pppg =~ = 5, 10 J€ Pypcp = 17.
¥
S
s ceny g
y=-Tx+31 '
D@4,3)

B(7,2)
/ .

AG, - a‘n

y=3x-19

SlI. 179 Sl. 180
481. AB=a; 0B =%; AiBi=b, 0,B, =§; SO=H; SO:=x; SB=h; SiBi1=hs, sl. 180.
Povrsina omotaca piramide: Py=2ah. PovrSina omota¢a manje piramide: Ppn=
2bh;. Prema uslovima zadatka je Py=2Pm, pa je 2ah=2bhi, tj. = = 2 (1). Kako je
AOBS~AO01B1S, 10 vazi SB:SB1=0B : 0:By; hihy =5:2; 272 (2). 1z (1) i (2)

. - 2 oy . .
slijedi: % =l ("—) =Lk - 1z sliénosti AOBS~A01B1S, je SB:SB1=S0:S0;;

R'\n/) T 2'n
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h:hi=H:x; x =H-’;—1=\/7-%= 1cm.
482. Neka je D podnozje hipotenuzine visine, sl. 181. Lako se dokazuje podu-
darnost trouglova ACD i AMM,. Zaista, AC=AM kao stranice kvadrata CAMN, a
uglovi kod tjemena D i M; su pravi. Osim toga «CAD=<AMM3, kao ostri uglovi
sa normalnim kracima. Iz ove podudarnosti slijedi da je AD=MM,. Sli¢no se
dokaze da su trouglovi BCD i LBL; podudarni, pa je i DB=LL;. Dalje zakljuéujemo
da je MM1+LL1=AD+DB=AB, §to se i tvrdilo.

K

My A D B Ly

Sl. 181

483. Neka je h najmanji od deset uzastopnih prirodnih brojeva napisanih na plo¢i.
Ozna¢imo sa x+y prirodan broj koji je obrisan. Prema uslovima zadatka je:
X+(x+1)+(x+2)+(x+3)+(x+4) +(x+5)+(x+6)+(x+7) +(x+8) +(x+9)- (x+y)=2005,
od-nosno 10 x+45-( x+y)=2005, tj. 9x=1960+y. Zbir 1960+y mora biti djeljiv
sa 9. Kako je 0<y<0 to je y=2. Dakle, x=218, a 220 je broj koji smo obrisali.

484. Neka je abcde petocifreni broj. Kako je 210=2-3-5-7, to, prema uslovima
zadatka, vazi a-b-c-d-e=1-2-3-5-7, odnosno a-b-c-d-e=1-1-5-6-7. a) Odredimo
broj petocifrenih brojeva abcde ¢ije su cifre 1, 2, 3, 5, 7. Za cifru a ima 5
kandidata. Dalje, za cifru b ostaju 4 moguénosti, a za cifru ¢ tri moguénosti itd.
Dakle, trazenih brojeva ima 5-4-3-2-1, odnosno 120. b) Odredimo broj peto-
cifrenih brojeva abcde ¢ije su cifre 1, 1, 5, 6, 7. Da su sve cifre razli¢ite, onda
bismo, kao u slu¢aju a) imali 120 moguénosti. Medutim, svaki raspored dvije
cifre 1, ma kako ih premjestali, imaju samo jedno znacenje. Dakle, broj razli¢itih
petocifrenih brojeva abcde &ije su cifre 1, 1, 5, 6, 7 ima 120:2=60. Petocifrenih
brojeva &iji je proizvod cifara 210 je 180 (120+60=180).

485.Neka je % trazeni racionalni broj. Treba izabrati §to manji broj a i §to veci broj
b tako da su kolicnici 2:= i 2:22 cijeli brojevi. Dakle, treba da budu -2 j £.
b 15 b 35 b 8 b
%cijeli brojevi. Trazimo najmanji a, djeljiv sa 8 i 12: S(8,12)=24 i najveci broj
b, s kojim mogu da se podijele brojevi 15 i 35: D(16,35) =5. Trazeni broj je ?

486. Neka je AB=a i BC=b, sl. 182. Uoc¢imo Cetverougao PQRS. U AACD duz RS
je srednja linija trougla pa je RS = %AC i AC || RS. U AABC duz PQ je srednja linija
paje PQ = %AC AC i AC || PQ. Dakle, PQ=RS i PQ Il RS. Sli¢no, dobijemo: PS=QR
i PS I QR. Kako je AC=BD to je PQRS romb. IzraGunajmo povr§inu romba:
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- b

Pors = 5 = 25 1j. Pors=444 cm2. Kako j€ Pors = >+ Pogrs | Porr =5 Pors: 10
vazi Pogr =7 PPQRS, Porr = 111 cm?

D R C

T
s 0 sl. 182
B
4 P

487. U pravouglom AADC duz MD je tezisna duz hipotenuze AC, pa je MD=MC i
IMDC=<MCD. Sli¢no je i ND=NC i «CDN=<«DCN. Kako je <MCD+«DCN= 909,
to vazi «MDC+<CDN=<MDN=900.

488. Neka dati niz ima n realnih brojeva. Ako svaki broj h zamijenomo sa -h tada
je zbir -40. Dalje, ako svaki broj h datog niza zamijenimo sa 1-h, tada je, prema
uslovima zadatka, n-40=20, tj. n=60. Prema tome dati niz se sastoji od 60
brojeva. Ako svaki broj h datog niza zamijenimo sa 1+h, tada je, prema uslovima
zadatka, n+40=60+40=100. Dakle, zbir brojeva koji se dobiju tako §to svaki broj
h datog niza zamijenimo sa 1+h je 100.

489. Ocito je da mora biti x#£0 i x+2004#0. Dijeljenjem date jednacine sa x100
. (x+2004)100 - +2004) 2 . +2004 o1s x4+2004
dobijamo "T=1 . () =1, pa je Topt=1 il T2t =1,

X = —1paje x=-1002

100

Jednacma = 1 nema rjeSenja te je

490. Neka je duzina stranice veceg kvadrata a, a manjeg b. Figure 4, B, C, D su
trapezi sa osnovicama a i b. Koriste¢i podatke sa sl. 183 vazi:
a+b a+b a+b h(;, PD — a+b hD Kak0]e

Py=—="hy Pp=—=-hg P =—-
ab ab (hB + hD) i hA +he =a—b, odnosno

PA+PC—— (hA+hC) P3+PD——

hg +hy, =a—b,tovazi P, + P, =
Pp, §to je i trebalo dokazati.

491. Neka je E srediste stranice CD, sl. 184. Prema uslovima zadatka ABCE je
jednakokraki i vazi «EBC=«CEB=300°. Neka je CF visina ABCE. Trougao EFC je

pravougli sa o$trim uglovima 300 i 600 i vazi EF = ? cm. Dakle, EB = V3 cm.
Trougao ADE je pravougli. Primjenom Pitagorine teoreme na AADE dobijamo
AE=2 cm. Kako je AE=2 ¢cm, DE=1 cm i AD = /3 cm to zaklju¢ujemo da su u
pravouglom AADE ostri uglovi 300 i 600 . Dakle, AAEB je pravougli sa pravim
uglom AEB. Primjenom Pitagorine teoreme na AAEB dobijamo AB = 7 cm.

Py =2

+Pe =Py +

492. Duzine visina koje odgovaraju stranicama a, b, c su 12 ¢cm, 15 cm i 20 cm.

Povrsina datog trougla: P = =, P = ﬁ P = & ivazi 12a=15b=20c, tj.

5_1_5. Nekajeg_—_— k Tadajea Sk b=4k, c=3k. Kako je az=h2+c2

5 4 3
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to prema obratnoj Pitagorinoj teoremi zakljuujemo da je trougao pravougli sa
pravim uglom nasuprot stranice a.

h,.
C c D E ¢
b 0
60
D
B

~ <

A h, 309 3

a

A
Sl. 183 Sl. 184

493. Mnozec¢i date jednakosti dobijamo: (a + b + ¢) - G + % + %) =26-28;

a a a b b b c c c_ L a g a E E €,
;+;+;+;+;+;+E+;+;— 728’tjlb+c+a+c+a+b_ 725
494. Neka Milan 7. maja 2005. godine ima x godina i y mjeseci. Tada je on star
12x+y mijeseci. Prema uslovima zadatka je 12x+y-x=111, tj. 11x+y=11-10+1.
Kako je y<12, to je x=10 i y=1. Dakle, Milan je roden 7. aprila 1995. godine.

2 _ _ .2 oy _y?-1+41 _
495, x+y’=xyeox@y—-1)=y (:)x-;«:)x—?(:)x—y+1+
y%l ox=2+@+1)+ ﬁ Primijenom nejednakosti na brojeve (y—1) i y%l
izmedu aritmeticke i geometrijske sredine dobijamo: (y + 1) +ﬁ > 2. Dakle,

vazi x =2+ (y+ 1) +ﬁ >2+42=4,1.x >4, te je 4 je najmanja vrijednost
pozitivnog realnog broja x.

496. Neka su a i b stranice datih kvadrata, sl. 185. Tada je A=a? i B=b?, odnosno
A

2
== (%) . Primijenimo Pitagorinu teoremu, koriste¢i oznake na slici, na troug-love

2 2
OKN i OLM: (%)" +a* = ON? i (2+b) + b? = OM?. Kako je ON=OM, to vazi
a

(;)2 +a%= (% + b)2 + b%. Dalje slijedi a?-ab-2b2=0. Posljednju jednakost

2
podijelimo sa b2: (%) ~2—2=0.Nekajex = . Tada vazi x* —x -2 = 0;
(x—=2)(x+1)=0, pa je rjeSenje ove jednaline je x =2 ili x =—1. Prema
uslovima zadatka je x = 2, 1j. = = 2, pa je g =4.

N

A X M Sl 185

B
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497. Bo¢ne visine i visina piramide obrazuju podudarne trouglove OAS, OBS, OCS,
sl. 186. Znaci da je podnozje visine piramide centar upisanog kruga osnove polu-
pre¢nika r. Tada je povrSina osnove B=rs, gdje je s poluobim osnove, a povrsina
omotaca: M=sh. 1z uslova P=1,5 M slijedi da B+M=1,5-M, tj. B=0,5-M ili M=2-B.
Znaéi, sh=2rs, pa je h=2r. Dakle, trouglovi OAS, OBS, OCS su pravougli sa o$trim
uglovima 300 i 60°. Zaklju¢ujemo da je ugao izmedu hipotenuze h i katete r ugao
od 600. To je zapravo nagibni ugao boé¢nih strana.
8

Sl. 186 Sl. 187

498. Dovoljno je obezbijediti da svaka od 4 tetive sijece ostale tri. Rjesenje je 11
dijelova, sl. 187.

499. Vidi rjesenje zadatka 392.

500. Takav prirodan broj n ne postoji, jer je proizvod dva uzastopna prirodna broja
paran broj, a izraz 37+2 je neparan broj za svaki n.

501. Neka je svako polje $ahovske table kvadrat stranice x. Tada su 64x i x stra-
nice dobijenog pravougaonika. 1z 2-(64x+x)=390 dobijemo 130x=390, pa je
x=3. PovrSina Sahovske table je P=64x-x=64-9=576 cm?.

4

502. Ako bi boce bile po = 1 ,onda bi ukupan kapacitet bio 209 - % = 167, dakle
za 2 L vise. Posto su boce od 2 I za —— manje od boca kapaciteta = to je 4=:--=
84. Dakle, ima 84boce od > L.

503. AKo U izrazu *1#2x4%8x16+32+%64 umjesto * stavimo znak +, dobijamo
+1+2+4+8+16+32=63<64 i zakljuCujemo da ispred broja 64 mora stajati znak +
(u protivnom bi rezultat bio negativan). Dakle, *1%2x4%8%16+32+64=27. Dalje,
ispred broja 32 treba stajati znak minus (-), inaCe bi vrijednost izraza bila ve¢a od
43. Sli¢no zakljucujemo i dalje, te najzad dobijamo tac¢nu jednakost: 1-2+4+8-
16-32+64=27.

504. Prema zadatku vazi: a = (180° —a), pa je « =48 i =42° sl. 188,
Tada je f, =138°, i vazi ¢ =180°—(45°+p +£1) = 1800 — (45° +42° +
69%) = 249,

505. Kako je 15=3-51i 21=3-7,tosu 1, 3, 5, 7, 15, 21 djelioci traZzenog broja.

Njegovi djelioci su takode i brojevi 5:7=35 i 3-5:7=105. Dakle, broj 105 ima
osam djelilaca medu kojima su 15 i 21.
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506. Neka su a=14 cm, b=4 cm i c stranice trougla. Tada, prema zadatku, vazi
a+b<ci Ja-b|>c, paje 19>ci 11< c. Dalje slijedi ce{12, 13, 14, 15, 16, 17,18}.

S

C

Sl. 188

507. Jedna mogucénost je (redosljed prevoza posjetilaca nije bitan): 1. Lift koristi
jedan posjetilac tezine 80 kg. 2. Lift se vraca prazan u prizemlje. 3. Lift koristi
drugi posjetilac teZine 80 kg. 4. Lift se vraca prazan u prizemlje. 5. Lift koriste
posjetilac tezak 60 kg i tre¢i posjetilac koji ima 80 kg. Dakle, lift treba preci
rastojanje izmedu prizemlja i posljednjeg sprata najmanje pet puta.

508. a) U datom razlomku imamo deset slova, tj. prema uslovima zadatka deset
razli¢itih cifara. Prema tome jedno slovo predstavlja cifru 0 i vrijednost proizvoda
u kojem se nalazi cifra 0 jednak je 0. Dalje zakljucujemo da se 0 nalazi u brojiocu,
jer u suprotnom slucaju vrijednost imenioca bi bila jednaka 0. Kako je dijeljenje
nulom nemogucée, to zakljucujemo da je vrijednost datog razlomka 0. b) U broji-
ocu medu pet slova, tj. pet cifara samo cifra koju predstavlja slovo C se ne nalazi
i uimeniocu. Kako je vrijednost datog razlomka 0, to slovu € odgovara cifri 0.

- v a\2 b\ 2

509. Prema uslovima zadatka, sl. 189 vazi: t,%2 =t,? + (E) , 2 =a’+ (E) .
L. 2 2 .

Odavde slijedi £,2 + t,2 = b2 + %+ a® + 7 = 2- (a? + b?) = %= Kako je ¢ = 2t,,

to je t,? + t,% = 5t.2, §to je i trebalo dokazati.
D M P C

A TN
b < g
[ \

C a B p
Sl. 189 Sl. 190
510. Neka je ABCD kvadrat i AB=a, sl. 190. Tada je MP = 3, MN = NP = =i
r = 2/10 cm. Primijenimo Pitagorinu teoremu na AMNO: OM2=0N2+ NM2, pa
je (2v10)? = (ﬁ)2 + (g)z. Odavde slijedi a=12 cm, pa je DM=MP=PC=4 cm. Za

2
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pravougli AMDQ vazi MP2=MD2+DQz, odnosno MP2=32, pa je MP = 4/2 cm.
Mnogougao, odreden presje¢nim tackama kruznice i kvadrata je osmougao i nje-
gov obim je 0 = 4(4 + 4v2) = 16(1 + V2)cm.

TS
A\ /B

a
SI. 190

511. Neka je E tacka na duzi AB tako da je EC||AD, sl. 191. Cetverougao AECD je
paralelogram pa je EB=25-15=10 ¢m i CE=AD=8 cm. Kako za AEBC vazi
EB2=100 i EC?2+B(?=64+36=100, to iz obrnute Pitagorine teoreme slijedi da je
AEBC pravougli sa pravim uglom ECB. Neka je h visina trapeza (i AEBC). Tada

C

je Pege =75 =22 = 24 cm?. Kako je Pgpe = 27, t0 je h = ZEEC i dobijamo
h=4,8 cm. Povrsina trapeza je P=96 cmz2.
J/'
Nz
D C
4
P
h
0 3 N
sl. 191 Sl. 192

512. Kako je: ﬁ = 2: =, to slijedi a=5 i b=6, jer su a i b uzajamno prosti
5
brojevi. Dakle, a2+b2=52+62=91.

513. Neka je xOy prav ugao i neka prava AB sadrzi tacku P tako da je povrSina
AAOB jednaka 6 cmz, sl. 192. Prema uslovima zadatka je 0A=x, OB=y=x+1, i vazi
Piop = "Z—y Odavde slijedi x-y=12. Kako je y-x=1, to poslije kvadrairanja dobija-
mo: y2-2xy+x?=1. Kako je y2+x2=AB2 i x-y=12, vazi AB?=25, pa je AB=5 cm. Pri-
mijenimo Pitagorinu teoremu na AAOB: 0A2+0B2=ABz2. Kako je OA=x, OB=x+11i
AB=5, t0 je (x+1)2+x2=25; odnosno (x+4)(x-3)=0, pa je x=3 ili x=—4. Prema us-
lovima zadatka x=0A>0, to je x=3 cm i y=x+1=4 cm. Stranice trougla su 3 cm, 4
cmi5cm.
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514. Vidi rjeSenje zadatka 353.

515. TransformiS$imo dati polinom: 4x2+9y2-12x+30y+2006=(2x-3)2+(3y-5)2-
9-25+2006=(2x-3)2+(3y-5)2+1972. Kako je za svaki realan broj a ta¢na
nejedna-kost a%? >0, to je minimalna vrijednost polinoma (2x-3)2+(3y-
5)2+1972 jednaka 1972 za 2x-3=0 i 3y-5=0, odnosno za x = g iy= g
516. Iz date jednakosti dobijamo ab + ac = == — ac, 0dnosNo ab + ac + ac =

¢ Dijeljenjem poslednje jednakosti sa abc dobijemo =+ +* = ——
di® _ a?+c?  19t24¢% 23

2006
517. 1z a:b=4:3 slijedi a=4t, b=3t, pa je 7 = i = otre 13
¢ = 2t. PovrSina dijagonalnog presjeka: P, =d-c =+Va? +c%-c=V19tZ +c2-
¢ =10t?, sl. 166. Zapremina kvadra je V = abc = 24t3, pa je P;: V = 10t2: 24¢3 =

3
5:12t=2:1; t =—ivaziV = 243 = 23 = 125
24 24 576

518. Cifra koja se nalazi u srednjem kvadratu je srednja cifra za 4 broje, pa mora
biti 2. Prva i tre¢a cifra brojeva iz drugog reda i druge kolone pojavljuje se 2 puta,
a ostale 3 puta. Kako se u datom nizu brojeva cifre 4 i 5 nalaze na po jed-nom
mjestu, to se u drugom redu ili drugoj koloni nalazi broj 524 ili 425. Na osnovu
ovih podataka dobijamo cetiri djelimiéno popunjena kvadrata: Samo u prvom
slucaju kvadrat se moze popuniti na opisani nacin, pa je trazeni broj 524.

; 7¢?2 =28t% i

1 2 115|3 2 1 214|3
5(2|4 2 425 2
3 3 2/14|3 3 3 115]3

519. Neka su n-1, n, n+1 tri uzastopna cijela broja. Tada je (n-1)+n+(n+1)=3n.
Kako je (a-b+2006)+(b-c+2006)+(c-a+2006)=6018=3-2006 to je drugi broj
po redu 2006. Dakle trazeni brojevi su 2005, 2006, 2007.

520. Kako je S=(1+2+3+..+2004)+2005=(1+2004)+(2+2003)+(3+2002)+...+
(1002+1003)+2005=1002-2005+2005=1003-2005 , to je S djeljivo sa 2005.

521. Velika kazaljka za pola sata opise ugao od 1800. Kako mala kazaljka za je-
dan sat opiSe dvanaestinu punog ugla, tj. 3600:12=300, to ¢e za pola sata opisati
ugao od 15°. Na slikama su sa OV i OM redom oznaceni pocetni polozaji velike i
male kazaljke, a sa OV i OM; redom su oznaceni polozaji velike i male kazaljke
poslije pola sata. Postoje dva slucaja: a) kad velika kazaljka ,,prelazi preko* male
kazaljke (sl. 193); b) kad velika kazaljka ,,ne prelazi preko” male kazaljke (sl.
193). Neka je o ugao izmedu velike i male kazaljke. Tada vaZi: a) 2a+15°=1809;
a=82030" (sl. 193). b) 2a-150=1800; a=97030' (sI.194).

SI. 193 Sl. 194
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522. Kada izdvojimo jednu malu kocku, koja sadrzi vrh, povrsina velike kocke se
smanji za tri strane male kocke, a poveca se za preostale tri njene strane, pa ostane
nepromijenjena. Sli¢no je i kad izvadimo preostalih sedam malih kocki. Dakle,
povrsine kocke Ki tijela T su jednake.

523. Direktnim racunanjem dobijamo
1+2) 1+2) (1+2 1_}_2 1+2 _79 11 101 103_103
( 5 ( 7 9) ( 99)( 10)‘57 9 99 101 5

524, Kakoje - —t+-—1=252jl 1502150 tojes—t+2-2+4
1 1 21 3 4 5 60 5 6 7 98 99 2 3 4 5

1
98 99 ' 100 5
525. Uo¢imo da je 116b=19b+97b. Kako je 19a=97b to dalje vazi 116b=19b
+97b=19b+19a=19(a+b). Brojevi 116 i 19 su uzajamno prosti, pa zaklju¢ujemo

da ja a+b djeljivo sa 116.

526. Neka je ABCD trazeni pravougaonik, sl. 195. Neka je x stranica najveceg
kvadrata Tada je AB=2(x-3)+(x-2), CD=x+(x+1) i AB=CD, te dobijamo jednakost
(x-3)+(x-3)+(x-2)=x+(x+1), pa je x=7. Stranica $rafiranog kvadrata je 7 cm.

527. Neka se tezi$ne duzi AA1, BB1, CCi trougla ABC sijeku u tacki T, sl. 196.
Prema uslovima zadatka je AA1:BC=3:2; AA1=1,5BC. Kako je TA, = %toje, zbog

AA1:BC=3:2, TA, = %22 = = Dakle u ATBC vazi T4, = =-. Dalje za-kljugujemo
da je ATBC pravougli sa pravim uglom kod tjemena T. Dakle, ugao izmedu

tezi$nih duzi BB, CCi trougla ABC je prav.

528. Kako je |x2-2x-3|=|(x-1)(x-3)|=|x+1]|-|x-3], to da bi |x2-2x-3|=|x+1]-|x-
3| bio prost broj mora jedan od ¢inilaca biti jednak 1. Dakle, |x+1|=1ili |x-3|=1.
1) Za|x-3|=1je x-3=1ili x-3=-1, te je x=4 ili x=2.

2) Za|x+1|=1 je x+1=1ili x+1= -1, te je x=0 ili x=2.

A

lem

x-3 x-3 x-2

SI. 195 Sl. 196
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529. Kako je (a2+b2)3=as+3a*bh2+3a*b2+bé=as+3azb?(a2+b2+bé=as+3azb?®, 1o,
zbog az+b2=1, slijedi (a2+b?)3=13=1

530. Prema zadatku vazi «BAE=108° (unutra$nji ugao pravilnog petougla), te je
ITAE=4BAE-4<BAT=1080-600=489, sl. 197. Kako je TA=TB=AE, ATAE je jed-
nakokraki pa je «ETA=<AET=(180°-4TAE):2=660. Sli¢no,%CTB =660, pa
takode vazi «CTE=3600-2-6609-600=1680.

531. Prema uslovima zadatka pravilni desetougao A1, Az, As,..., A1o je upisan u datu
kruznicu polupre¢nika 1 cm. Uo¢imo jednakokraki trapez A14243A4, Sl. 198. Kako
je unutra$nji ugao pravilnog desetougla 1449, to su uglovi trapeza A14,43A4 1440
i 360. Spojimo tacke A1, Az, As, A4 sa centrom kruznice, tacka 0. Neka se duZi
A1A41 OAsz sijeku u tacki K. Kako svaki od datih kruznih lukova ima mjeru 369, to
vazi €0A34,=20A443=720. ZakljuCujemo da su trouglovi OKA4 i KA3A4 jednako-
kraki (A3A4=KA4) paje: A144-A14A2=A144-A344=A1A44-A1 K=A1K. Kako je X0A4A1
=%0A144=369; ¥0KA1=720, t0 je AOA:K takode jednakokraki i vazi A1K=A10=1
cm. Najzad, kako je A144-A142=A:1K i A1K=1 cm, 10 je A1A4-A14,=1 cm.

532, 320044320054 32006=(y.32004; 32004(]+3+32)=r-32004; 32004.13=q1-32004, (=13,

533. Svaki cijeli broj n moze se prikazati u obliku n n?

4k ili 4k+1 ili 4k+2 ili 4k+3 gdje je k cijeli broj. | __4k 16k? =4-(4k?)
Direkt-nim provjeravanjem ako je n=4k, n=4k+1, | 4k+1 | 4-(4k*+2k)+1
n=4k+2, ili n=4k+3, dokazujemo tvrdenje: kvadrat | 4k+2 | 4-(4k?+4k+1)
cijelog broja pri dijeljenju sa 4 daje ostatak 0 ili 1 4k+3 | 4-(4k*+6k+2)+1

: m
K
A Ay
E c
-
0
A B
sl 197 sl. 198

534. Zbog a+b>0, vazi
1+ab<1(:>1+ab<a+b<:>(1+ab)—(a+b)<04:>(1—a)(1—b)<0
Dalje slijedi ((a< )i >1))ili((a>1)i( <1)=,stojeitrebalo dokazati.

Z

535. Kako je xyz=1, to vazi a = x+——x+"y , 0dnosno b=y+zx i c=z+xy.
Racunamo:a?=(x+yz)?2= x2+2xyz+y222—x2+2 1+yzz2 X2+Y272+42 (2);
b2=(y+2zx)2= y2+2xyz+22x2= y2+2-1+y272= y2+72x2+2 (2);
c2=(z+xy)2= Z2+2Xyz+x272= 72+2-1+x2y2= y24+X272+2 3);
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abc=(x+yz)-(y+zx)-(z+Xy)=xyz+x2y2z2+x2y2+y2z2+ X272+ XYy3Z+Xy 23+ X3y Z=
1+12+x2y2+y272+x2722+xy 2 (y2) +xyZ(22) +XyZ(X2) =2 +X2)2+y2 72+ X272+ Y2+ 72X2. (4)
Dalje, zbog (1), (2), (3) i (4), dobijamo da je a2+b2+c2-abc=4.

536. Grafik prave y = %x + 2, odreduje u koordinatnom sistemu AOAB, sl. 199.
Za polupre¢nik r kruga upisanog u AOAB vazir = g P je povrSina, a s poluobim.
Kako je P = 4 i s = (4+5) cm. Dakle, r = = = (3 - V5) cm, pa je povrina
kruga: P, = mr?; Pe = m(14 — 6v5) cm?.

537. 1z §=25-S§, slijedi: S=2-(2+22+23+2%4+,,.+2100)—(2+22+23+24+,,.+2100);
S=(22+234 24425+, +2101)—(2422+23+ 24+, +2100)=2101_2=72.(2100-1),

538. Nadopunimo datu figuru ABCD sa figurama ¢ije smo povr$ine oznacili [, II,
III, IV i V, sl. 200. Na taj nacin dobili smo kvadrat APQR. Tada je Pasco=Papor-
(P1+P11+P111+P1\/); PAB(;D=102—(2+4O+7+6+9); Papcp=36 cm?.

539. Neka je d broj uzvanika tada je d + % =400;d =369 % Dakle, 369 uzvanika
i 31 konobar.

540. a) Analizirajmo “’najnepovoljniju” varijantu: ako uzmemo 15 klikera, onda
se moze dogoditi da su svi uzeti klikeri crvene boje. Tada je potrebno uzeti jo§
jedan kliker i on je sigurno plave ili zelene boje. Dakle, potrebno je uzeti 16 kli-
kera da bi bili sigurni da su najmanje dva klikera raznih boja. b) Na sli¢an na¢in
zakljucujemo da ako uzmemo 22 klikera, onda se moze dogoditi da smo uzeli svih
15 crvenih i svih 7 zelenih klikera. Ako uzmemo jo$ 2 klikera, tada se medu 24
uzeta Klikera sigurno nalaze najmanje dva plave boje. Dakle, potrebno je uzeti 24
klikera da bi najmanje dva klikera bila plave boje.

e
P C Q
\ ]
] D
H B
HH
B(0,2) = »--3v+2 / 1
/
A R
0 A(4,0)
sl. 199 Sl. 200

541. Neka su ab, ba trazeni prosti brojevi, gdje je a#0, b#0, tada je prema
uslovima zadatka ab — ba = (10a + b) — (10b + a) = 9(a — b) kvadrat prirodnog
broja. Da bi 9(a-b) bio kvadrat prirodnog broja, mora biti a-b=1 ili a-b=4. Kako
su ab i ba prosti brojevi, to su obe cifre a i b neparne. Dakle, a-b=4. Direktnim
provjeravanjem dobijamo da je ab = 73. Dakle, traZeni prosti brojevi su 73 i 37.
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542. Prema zadatku centar O kruZnice opisane oko trougla ABC nalazi se unutar
tog trougla, sl. 201, i vazi 0A=0B=0C i simetrala ugla C prolazi kroz tac¢ku O, to
je <0AC=%0CA=%0BC=u i <0AB=%0BA. Dakle, «CAB=«CBA. Dalje zaklju-
¢ujemo da je AABC jednakokraki. Kako je AK simetrala ugla CAB, a AO simetrala
ugla CAK, to je «CAB=«CBA=4a i ¥ACB=2q, te vazi 4a+4a+20= 1800, tj.
a=180. Odgovor: ¥A=%B=729i «C=36°.

543. Spajanjem centara manjih krugova dobijemo pravilni Sestougao ABCDEF cija
je duzina stranice 2 ¢cm, sl. 202 a. Trazenu povrsina P dobi¢emo ako od povrSine

Sestougla Pagcper oduzmemo Sest povrSina P; podudarnih kruznih isjecaka Ciji je
centralni ugao 1209, a poluprecnik r=1 cm, sl. 202 b. Kako je Pypeper = S22

4
2, . -
to za AB=2 cm, Pypcppr = 6 V3 em? i P ==+« Zar=1cmi a=120° je

)

P; = cm?. Dakle, P = Pypcper — 6P;; P = 6v3 — 21 = 2(3V3 — ) em?.

Sl.202a SI.202b

544. Neka je x=2001. Tada je (x-3)(x-1) (x+1) (x+3)+16=(x2-9) (x2-1)+16=x*-
10x2+25=(x2-5)2. Dakle, 1998-2000-2002-2004+16=20012-5.

545. Neka je 01 centar upisane, a O; centar opisane kruznice AABC, sl. 203. Prema
uslovima zadatka je 0:0.1AB i 0:M=MO;. Takode, prema zadatku AABC je jed-
nakokraki (AC=BC). Koriste¢i uslove zadatka i oznake na slici, vazi %0,AC=
20,CA=30a; ¥A0,C=180°-6a. Kako je «A0-C centralni, a <ABC njemu odgova-
rajui periferijski ugao, to je ¥A0,C=2<ABC, tj. 180°-6a= 2-20a, pa je a=18°.
Uglovi trougla su: «A4=369, «B=369, 4C=108°.

C
Oy

B
A m =
02

Sl. 203

546.Sredivanjem datog izraza dobijemo: a(a+2)+c(c-2)-2ac+1=(a?-2ac+c?)+
(2a-2c)+1=(a-c)?+2(a-c)+1=((a-c)+1)2=(99+1)2=10000.
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547. U datom koordinatnom sistemu konstruiS§emo tacke P, Q i R prema uslovima
zadatka, sl. 204. Koordinate ovih ta¢aka su P(-1,5), Q(7,5) i R(-1,-1). Trazeni
paralelogrami su: ABCP, BCAR i ABQC. Na osnovu podataka na slici raéunamo po-
Vvr$ine paralelograma: PABCP=4“3=12; PBCAR=3'4=12; PABQC=4"3=12-

¥
P(-15) C(35) — Q(7.5)
A(-1.2) BG.2)
O
X
| R(-1-1)
|
SI. 204
2
548. 1z x2 + = = Zslijedix2 + 2+ 5 = 4 2; (x+1) =2 x+21=2 Zbogx>1
¥ * 1 5 * - * 1x 17 * )-C 2 1 3
ne moze biti x+-=—=. Sli¢no, iz x*-2+5==-2; slijedi x—-==.
X 2 X 4 X 2

Sabiranjem i sredivanjem jednacdina x — i = z ix+ )1—C = ; dobijamo x=2.

549. Dati izraz rastavimo na cinioce: nS+n+1=(n5-n2)+(n2+n+1)=n2(n3-1)+
(n2+n+1)=n2(n-1)(n2+n+1)+(n2+n+1)=(n2+n+1)(n3-n2+1). Da bi izraz n5+n+1 za
neki prirodan broj n bio prost broj mora jedan od njegovih &inilaca biti jednak 1,
a drugi prost broj. Kako je nz+n+123 za svaki prirodan broj n to je n3-n2+1=1, tj.
n3-n2=0; n2(n-1)=0. Jedna¢ina n2(n-1)=0 u skupu prirodnih brojeva ima jedin-
stveno rjeSenje n=1. Dakle, za n=1 broj n5+n+1 je prost: 3.

550. Ako je Milan na pocetku odigrao n partija $aha, onda ih je dobio 0,6n i pos-

lije jos deset odigranih partija vazi ““— = 0,7, pa je n=30. Dakle, Milan je odig-

rao 40 partija $aha od kojih je dobio 28. Dalje, neka treba odigrati jo$ x partija i

od njih y dobiti. Tada je, prema uslovima zadatka, == = 0,6, tj, y = 2 x — 4. Kako

Su x i y prirodni brojevi, to znaéi da x mora biti djeljiv sa 5. Direktnim provje-
ravanjem dobijamo da je x=10 i y=2.

551. Prema uslovima zadatka trazeni prirodan broje je trocifren. Neka je to broj
abc. Tada, prema uslovima zadatka, vazi 328 — abc = a + b + ¢, odnosno 328-
(100a+10b+c)=a+b+c; 101a+11b+2¢=328. Zbog 11b+2¢<117 , slijedi da je
a=3, pa iz jednakosti 101a+11b+2¢=328 za a=3 dobijamo 11b+2¢=25. Jedna-
kost 11b+2¢=25 je ta¢na samo za b=1 i c=7. Dakle, trazeni broj je 317.

552. Neka je a duzina stranice kvadrata ABCD. Kako su bo¢ne strane jednako-
strani¢ni trouglovi, to sve ivice piramide imaju duzinu a. Uo¢imo ASAC, sl. 205.
Kako je SA=SC=a i AC dijagonala kvadrata ABCD, to je AC = av'2. U o¢imo da u
jednakokrakom ASAC vazi AS?+SC?=AC2, 1j. a? + a? = (av2)". Dakle, AACS je
jednakokraki pravougli sa pravim uglom kod tjemena S, pa je ¥«SAC=450.
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553. a) Kako je 13123=123-1000+123=123-1001 i 234234=234-1000+234=

v: 123123 _ 123-1001 _ 123 _ 41
234-1001, vazi ===
234234 234-1001 234 784

b) Sli¢no, kako je 121121121:121=1001001 i 234234234:234=10011001, to

Vaii 121121121 — 121-1001001 — E — i

132132132 132-1001001 132 12.
554. Najveca kocka koja se moze dobiti od 999 datih kockica ima ivicu 9 cm. Za
njeno slaganje potrebno je 729 kocki (729=9-9-9). Od preostalih 270 malih kocki
(999-729=270) nadini¢emo najvecu mogucu kocku ivice 6 cm i utrositi 216
malih kocki (216=6-6-6). Ostaje jo§ 54 malih kocki od kojih naéinimo dvije
kocke ivica 3 cm; 2-(3-3-3)=2-27=54. Na taj na¢in smo iskoristili sve kocke.
a) Dobijamo ukupno 4 kocke i to jednu kocku ivice 9 cm, jednu kocku ivice 6 cm
i 2 kocke ivice 3 cm.
b) Zbir povrsina tako dobijenih kocki je: P=6-92+6-62+2-6-32=810 cm?2.
555. Zadatak rijeSimo metodom duzi. Neka je AB duza duz, a CD krac¢a duz. Sa sl.
206. lako se uocava da se duz MN sastoji iz tri jednaka dijela. Duzina duzi MN je
90 cm, pa jedan dio te duzi iznosi 30 cm i jednak je duzini CE. Manja duz CD
iznosi 50 cm, a duz AB iznosi 140 cm.

556. Kako je 1000=7-142+6=994+6, to ¢e 994. dan biti subota, a hiljaditi dan
¢e biti petak.

A N 20 M 5o
i |
C E D
Sl. 205 Sl. 206

557. Neka su redom Vi i Vi, zapremina kocke i lopte. Prema uslovima zadatka je
Vi +V, =122 cm®; 3V + 2V, = 355 cm?, pavazi (3Vi+2V1)-2(Vi+ Vi) =V, od-
nosno vy, = 352 —2-12% =102 cm3.

4 15 60

H 4 1 1, 4 1 1, 4 1 1,
558. Kako je =———; =——-— =L
101105 101 105" 105-109 105 109" 109-113 109 113
4 1 1 v 4 4 4 4 1 1 1
=L _ 1 to vai + + + = =(%-
113-117 113 117 101-105 105-109 109-113 113117 113 117 101

1 1 1 1 1 1 1 1 1 16
)t m) (G m) = () = men

559. Neka je n najmanji od jedanaest datih brojeva. Tada je
5555=n+Mm+1D)+n+2)++Mm+10)=11n+(1+2+3+--+10) =
11n + 55. Dakle, 5555=11n+55, odnosno n=500.
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560. Neka je vodostaj Vrbasa h cm. Kada se poveca za 25% njegov vodostaj je
1,25-h. Cetvrtog dana vodostaj je 1,25-h-0,9-1,1-0,8=0,99-h; prema uslovima za-
datka. Dakle, ¢etvrtog dana vodostaj Vrbasa je bio za 1% nizi.

561. Neka je tacka S centar upisane, tacka O centar opisane kruznice AABC i neka
je R tacka u kojoj prava OS sijeCe stranicu AB, sl. 207. Prava OS je simetrala ugla
v, ali i simetrala stranice AV. Zato je AABC jednakokraki, AS=VS. Dalje, pravci AR
i AS dijele «SAO natri jednaka ugla, jer je prava AS simetrala ugla o, a AR je simet-
rala «SAO. Takode, AAOS je jednakokraki te je «CAO = % Dakle,a =g =2 =

32
Yza+p+y=2ia+p+y=180°slijedi y=108° i a=p=36°.

WZONN

Bl

O

Sl. 207
15
562. x = ——.

563. Kvadrirajmo jednakost a +vb = /15 + v216: a® + b + 2aVb = 15 + V/216.
Odavde je a2+b=15 i 2avb = v216. 1z 2avb = V216 slijedi 4a2b=216, tj. a2b=54,
paje a=9 i b=6 (a i b su cijeli brojevi). Dakle, a=3, paje $ =2 =~.

564.Transformisimo broj 1712=(172-172)3. Posljednja cifa broja 1712 je 9, pa je
1 posljednja cifra proizvoda 172-172. Dakle, broj 1712 se zavrSava cifrom 1 pa se

broj 1712-1 zavrSava nulom; djeljiv je sa 10.

565. Kako je a2-4a+2007=(a-2)2+2003, to je najmanja vrijednost izraza a2-4a+
2007 za a-2=0, tj. a=2. Ona je 2003, za a=2.

566. 1000002000001=1012+2-106+1=(106+1)2=[(102)3+1]2=
(102+1)-[(102)2-102+1]2=1012-99012.

567. 1z jednakosti x2+x-1=0 slijedi x2+x=1. MnoZenjem ove jednakosti sa x, odno-
sno sa x2 dobijamo redom x3+x2=x i x4+x3=x2. Koriste¢i ove dvije posljednje jed-
nakosti dobijamo: x4+2x3+x2=x4+x3+x3+x2=(x*+x3)+(x3+x2)=x2+x=1.

atb+2 _ 1

568. Iz jednakosti = 4+ dobijamo &2*2 = BHtatl oy glijedi jedna-
4 a+l  b+1 4 (a+1)(b+1)

kostimenioca: 4 = (a + 1)(b + 1); ab + a + b + 1 = 4. Prema uslovima zadatka je
ab=1 te vazi a+b=2. Kvadriranjem ove jednakosti dobijamo a2+2ab+b2 =4, od-
nosno, zbog ab=1, a2+b2=2.
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569. Iz jednakosti n(x —n) =2x+ 5 slijedi x = 2+25 w +2+—

Prema uslovima zadatka n-2 je prirodan broj, djelilac broja 9 Dakle n€e{3,5 11}
ivazi: x=14 za n=3; x=10 za n=5; x=14 za n=11.

570. ) sI. 208. b) Pappc = 2~ Papc =25+ AB-0C =2->-6-3 = 18,

571. Neka su n, n+1, n+2, n+3, n+4, n+5 $est uzastopnih prirodnih brojeva. Pre-

ma zadatku je —— Sn*1% _ 18,5; n=16. Dakle, aritmeticka sredina prvih pet brojeva je
16+17+18+19+20

=18.
5
y
3)C c
A B «
Q
3 0 3 Y
A
E D F E
.3 D
Sl. 208 Sl. 209

572. Tacka P dijeli tezi$nu duz CE trougla ADC u razmjeri 2:1; CP = g - CE. Sli¢no,
CP=2-CF,s. 209. Tada je Prpg = 3+ Papc == Papc = 27547 == cm?.
573. Prema uslovima zadatka je a+B+y= 1800; B+y=909; a+y=124°. Dalje slijedi
o+B+B+y=2700; B+p+1240=2700; B=730, pa je a=1070i y=170.

574. Da su, prema uslovima zadatka, skupili jo§ 17+23+19=59 boca imali bi ih
ukupno 289+59=348 i svako odjeljenje bi imalo 348:3=116 boca. Prvo odjelje-
nje je skupilo: 116-17=99, drugo: 116-23=93, a tre¢e: 116-19=97 boca.

575. Prema uslovima zadatka je ;+ =+ == Dakle, 17 stranica knjige pred-
stavlja jednu petnaestinu knjige, pa knjiga ima 17-15=255 stranica.

576. Za jedan dan Dejan popije ¢etrnaestinu sirupa, a Dejan i Vesna zajedan dan
popiju zajedno desetinu sirupa. Dakle, Vesna za jedan dan popue L2 SII’U-

14
pa. Prema tome, Vesna bi popila bocicu sirupa za 35 dana.
577.NekajeA=2+4+6+--+2006iB=1+4+3+5+7+-+2005.
Tadavazi:A—B=(2+4+6+--4+2006)—(1+3+5+7+-+2005.);

A-B=1+1+1+--+1=1003.
1003

578. Nejednatine == < — < 1su ekvivelentne sa— < = < 2 tj. n<-11i n>-14
i cijeli brojevi -12 i -13 zadovoljavaju datu nejednakost.
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579. Prema uslovima zadatka 7 dijeli 49a+7b. Kako je 286=40-7+6, to zakljucu-
jemo da je ¢=6, pa je 7a+b=40, odnosno a=b=>5. Dakle, abc = 556.

580. Neka je A=1+3+5++7+-+-4+2005 i B=2+4+4+6+8+ -+ 2006.
Tada vazi: A—B=(1+3+5++7+--+2005)—(2+4+6+8+--+2006);
A-B=-1-1-1-1-+-—1+1=-1003.

1003

581.
q q
C N r
By B,
g he
R 30 0
5 A BM b
1. Konstrukcija ugla pAg=300. 2. Konstrukcija normale MN=hc=3 cm
na pravu p. Konstruisemo kroz tacku
N pravu r paralele sa pravom p. Tacka
C je presjek pravih p i q
3. - Odredimo tacku Bi; tacka By je . 4
srediste duzi AC: AB1= AB:. A
- Konstrukcija kruznice k(B1,3,5 cm) By
koja sijece pravu p u tacki B. "
4. Trougao ABC ¢
p 20 0
BM P

582. Dati prirodni brojevi pri dijeljenju sa 7 imaju ostatke 1, 2, 3, 4,51 6. Tosu
brojevi oblika 7n+1, 7n+2, 7n+3, 7n+4, 7n+5, 7n+6. Njihov zbir je 42n+21.
Oba sabirka su djeljiva sa 21 pa je i njihov zbir djeljiv sa 21, §to je trebalo
dokazati. Pri dijeljenju ovog zbira sa 42 dobije se ostatak 21.

583. (n-1)2+n2+(n+1)2+(n+2)2=5334; 4n2+4n+6=5334; n2+n-1332=0;
(n+37)- (n-36)=0; n=36. Najmanji broj je 35.

584. Neka je R polupreénik upisane kruznice, sl. 210, pa je AB=2R i OB = Rv2.
takode vaZi OB = OF + FB = R +2. 12 RVZ = R +Z slijedi R = 22 1.

AB = 2R = (4 + 2V2) cm. Povidina kvadrata: Pyscp = (2R)? = 24 + 16v2 =
8(3 + 2v2) cm?.

B

G
N

SI. 210
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12 22-1%2 3222 42-32 10012-1000% 10012
585'a_b_;t 5 7t 2000 2003
Kako je &= — 20 _ g yay

2n+1 2n+1 )
a-b=14+1+1+1++1+1-22 =1001 — 2221
2003 2003

1001
586. Uoc¢imo da je P(9)=9101-(9-1)101=(9-8)101, g P(3)=3101.(3-1)101=(3.2)101 j
P(4)=4101.(4-1)101=(4-3) 101,
Tada vazi, P(3)-P(4)=(3-2)101-(4-3)101=(9-8)101=P(9); P(9)-P(3)-P(4)=0.
587. Vidi rjesenje zadatka 4.

588. a) Trocifreni palindromi su oblika aba. Broj a se mozZe izabrati na devet
nacina, a broj b na deset na¢ina. Dakle, trocifrenih palindroma ima 9-10=90. b)
Cetverocifreni palindromi su oblika abba. Broj a se moZe izabrati na devet nacina,
a broj b na deset na¢ina. Dakle, ¢etverocifrenih palindroma je 9:10=90.

589. Kako n! ima ¢inilac 13, a nema ¢inioca 17 te zaklju¢ujemo da je 13<n<17.

Takode, dati proizvod ima tri puta ¢inilac 5; on se javlja u brojevima 5, 10 i 15,

pa je n=15 ili n=16. Prema zadataku 2 je ¢inilac brojeva 2, 6, 10 i 14, dva puta

¢inilac brojeva 4 i 12, te tri puta broja 8, Cetiri puta broja 16. Znaci broj 2 se javlja

kao ¢inilac 15 puta. Dakle, n!=16!=1-2-3-4-... 15-16.

590. Pravougli trougovi ADG, ESP i RVU su sli¢ni sa AACB (sl. 211) i sli¢ni su

medusobno, jer su im svi odgovarajuéi unutrasnji uglovi jednaki, kao uglovi sa

normalnim kracima. Zbog toga su im proporcionalne stranice, ali i poluprecnici

pisanih krugova. Dakle, ako poluprecnik kruga, srednjeg po veli¢ini, oznac¢imo sa

r, biée 99:r=r:19, pa je r2=99-19, pa je r = V99 - 19 = 3209 cm.

591. 1z prve jednadine je a>0, a iz druge vazi: x2+2x=a—1; (x+1)2=a. Kako je

lx + 1] = /(x + 1)2, to je |x + 1| = Va. Jednaéine su ekvivalentne ako je

a =+/a, tj. ako je a=0 ili a=1.
A

n_———"
G /
F
D S R A c
U )
v I A AV/
B c B
E P Q w
Sl. 211 Sl. 212

592. Neka je a stranica baze pravilne trostrane prizme, sl. 212. Trazeni presjek je
AABC,. Prema uslovima zadatka, ADCC; je jednakokraki pravougli, pa je visina

a

presjeka h = €D = CD+2. Kako je €D = Tﬁ, tojeh= HT@, pa je povrSina pres-

jekaQ=“7"=

a2

4‘/3. Kakoje@ =5v2,t0jea® = 20% , paje Q=10 cmz2.
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593. Pravougaonik odredujemo duzinom i Sirinom. DuZina je
odredena pocetkom i krajem duzi, tj. sa dvije tacke. Kako na
svakoj vodoravnoj duzi imamo 7 tacaka, to dvije tacke odre-
dimo na (7-6):2 =21 nadin. Sli¢no, na svakoj uspravnoj
duzi imamo 5 tacaka, dvije odredimo na (5 - 4):2 = 10 naci-
na. Da bi odredili pravougaonike, svaku duzinu kombinu-
jemo sa svakom Sirinom i pravougaonika je 21-10=210.

594. abcd = 100-ab +cd =100-5-cd +cd =501-cd =3-167 - cd.

595. 6048=2-2-2-2-2-3-3-3-7. TraZeni broj je najmanji ako bude imao najmanji
broj cifara. Dakle, cifre su §to moguce vece. Od prostih €inilaca odredimo §to je
moguce vece cigre: 9=3-3 i 8=2-2-2. O¢igledno je da cifra 7 mora biti sama. Od
preostalih ¢inilaca 2, 2 i 3 mozemo dobiti cifre 2 i 6 ili 4 i 3. Prema uslovima za-
datka, preostale dvije cifre su 2 i 6 i trazeni broj je 26789.

596. Prema definiciji operacije A vazi: 1A2=1--=-i3A4=1->= paje
1

AADABAY=sA;=1-%=-1.

597. Prema uslovima zadatka je A4, = BZ—C . Trouglovi AA:1C i AA1B su jednako-

kraki i vazi ¥A1AB=4A1BA=p; ¥A1CA=2A1AC=y, sl. 213. Kako je ¥BA:1A=2y i

2CA1A=2 (spoljasnji uglovi trouglova), vazi 2B+2y=1800; %BA1A+xCA1A=

2B+2y=1800, pa je B+y=900. Dakle, €A=900.

A
B\Y E C D

B 2Y\2B ¥
AL

SI. 213 Sl. 214

598. Neka je = =>*="“=k, keN. Tada je a+b=2k; b+c=3k; c+a=5k.
Sabiranjem ovih jednakosti dobijamo a+b+c=5k. 1z jednakosti a+b=2k i a+b+c=
5k dobijamo c=3k. 1z jednakosti b+c=3k i a+b+c=5k slijedi a=2k, a iz c+a=5k i
a+b+c=5k dobijamo b=0. Kako je abc = 100a + 10b + c, to vaZi abc = 203k. Za

k=1 je abc = 203; za k=2 je abc = 406; za k=3 je abc = 609.

599. 3n+2-2n+243n-2n=3n.(32+1)- 2n-(22+1)=10-37-5-2n. Broj 10-3~ je djeljiv sa
10 za svaki prirodan broj n , a sa 10 je djeljiv i broj 5-2n. Dakle, i razlika tih
brojeva je djeljiva sa 10 §to je i trebalo dokazati.

600. Kako je ™2 = "2 — 1 4 2 slijedi: n-12 djelilac broja 24, t].

n-12

n-12€{1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24}. Direktnim provjeravanjem (vidi tabelu).
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n-12 1 2 3 4 6 8 12 | 24
n 13 | 14 |15 | 16 | 18 | 20 | 24 | 36
24 24 |12 | 8 6 4 3 2 1

—F

1+ 25 [ 13 |9 7 5 4 3 2

n—12

n+12 5 3 2

n—12

dobijamo, n€{13,15,20}, te je za date brojeve izraz /::z prirodan broj.

601. U jednakostrani¢nom AABC, sl. 214, stranice a polupre¢nik r upisanog kru-

gajer = “TF Prema zadatku dobijamo a = 2v/3 c¢m, pa je visina CP=3 cm. Dakle,

AB =2V3cm i AE=3 cm. Primijenimo Pitagorinu teoremu na trougao ABE:

BE2=EA2+AB?, BE*=3%+ (2\/5)2; BE? = 21. Kako je polupreénik R vece
V21

kruznice BZ—E, tojeR = - cm.

602. Primijenimo Pitagorinu teoremu na pravougle trouglove ATC i DTB, sl. 215:
AATC: AT?+TC?=AC? (1); ATDB: TD>+TB2=BD2 (2). 1z (1) i (2) slijedi AT2+BT2+
CT?+DT?=AC?+BDz2. Kako su AC i BD dijagonale kvadrata ABCD, to je AC2+BD2=
4-AB? i vazi AT?+BT2+CT?+DT?=4-AB?; AT?+BT2+T2+DT?=100.

D C

T
Sl. 215

603. Za ¢lanove niza vazi -7+14=-21+28=-35+42=-49+56 =...=7; (zbir prvog
i drugog, tre¢eg i Cetvrtog, petog i Sestog, itd. je 7). Da bi zbir prvih n ¢lanova bio
140 potrebno je 20 takvih parova. Dakle, zbir prvih 40 ¢lanova niza je 140.

604. Prema zadatku, iz prve jednakosti slijedi (1) + f(2) + f(3) + -+ f(10) =
10; (a+b)+ Qa+b)+Ba+b)+-+10a+b)=10;(1+2+3+ -+ 10)a +
10b = 10; 55a + 10b = 10; 11la + 2b = 2. Sli¢no, iz jednakosti f(1) — f(2) +
f(3) —--—f(10) = —10 slijedi (a+b) — (2a+b) + Ba+b)—--—(10a+b) =
—10; —5a = —10. Iz jednakosti 11a+2b=2, za a=2, dobijamo b=-10. Dakle,
f(x)=2x-10, pa je f{100)=2-100-10=190.

605. Prema zadatku vazi x+y<100. Dakle, za x=1 imamo uredene parove (1)
koji su rjeSenja nejednacine x+y<100. Takvih uredenih parova ima 98. Sli¢no, za
x=2 imamo uredene parove (2,y) koji su rjeSenja nejednacine x+y<100. Takvih



200
Boris Cekrlija
Matematic¢ka takmicenja uc¢enika osnovnih $kola Republike Srpske 1995-2019.

uredenih parova ima 97. Dakle, zaklju¢ujemo da je jedan uredeni par oblika (98,y)

rjeSenje nejednadine x+y<100. Dakle, broj rjesenja jednacine x+y+z=100 u skupu

prirodnih brojeva je 98 +97 + 96 + -+ 2 + 1 = 22 = 4851.

606. 1z datog sistema slijedi: —+ — =21 1421 =2 L1
vz = Xz 2 xz xy 6 yz

jednagine i zbir podijelimo sa 2: iy +=+ yi = 1. Oduzimanjem prethodnih

+ = =2 Saberimo ove tri
xy 3

jednacina od ove posljedne dobijamo: $ =5==3 yiz
yz=6. MnoZenjem ovih jedna¢ina dobijamo x2y2z2=36, odnosno, zbog uslova
x>0, z>0, y>0: xyz=6. Dalje, iz jednadina xy=2, xz=3, yz=6 i xyz=6 dobijamo

x=1, y=2, z=3.

607. Prema uslovima zadatka visina H prizme jednaka je dijagonali d=BD osnove,
sl. 216. 1z pravouglog AAED, sa o$trim uglom od 309, dobijamo da je DE=2 cm i
AE = 2V3cm, odnosno BE = (4 —2vV3)em. Kako je d? = BE? + DE? = (4 —
2v3)2+2% =8 - (V3 —1)% toje d = 2v2(¥3 — 1) = H. PovrSina osnove je

= % odnosno xy=2, xz=3,

B=a-h=8 cm2, a povrsina prizme P = 2B + 4aH = (16 + 32v2(v3 — 1)) cm?.
608. MozZe se nacrtati najviSe 5 kvadrata koji ispunjavaju zadane uslove sl. 217.

D c -
«/% »\»
4 2
300 < "
A E B b
Sl. 216 Sl. 217

609. Obje prodavnice su prodale: 365-(102+76)=187 kg jabuka. Za to su dobile
434+875=1309 KM, pa je cijena 1 kg jabuka bila: 1309:187=7 KM. U prvoj pro-
davnici je na pocetku bilo: 434:7+102=164 kg jabuka, a u drugoj prodavnici:
875:7+76=201 kg jabuka.

610. Neka su x, x+1, x+2,..., x+19 uzastopni prirodni brojevi. Tada je:
X+(x+1)+(x+2)+(x+3)+...+(x+18)+(x+19)=2590;
20x+(1+2+3+4+..+19)=2590; 20x+(1+19)+(2+18)+..+(9+11)+10)=2590;
20x+(9-20+10)=2590; x=120. Trazeni brojevi su: 120, 121, 122, ... ,139.

611. Kako je 12=3-4, broj je djeljiv sa 12 ako je djeljiv i sa 3 i sa 4. S obzirom
daje 2007 djeljiv sa 3 onda je 2007-2008 djeljiv sa 3. Budu¢i da je 2008 djeljivo
sa 4,ondaje 2007-2008 djeljiv sa 4. Dakle. 2007-2008 je djeljiv sa 12. To znaci
da i sabirak 17 - T6a mora biti djeljiv sa 12. Kako je 17 prost broj, onda je T6a
djeljivo sa 12. Broj 16a je djeljiv sa 4 ako je a€{0, 4, 8}. Direktnim provjera-
vanjem dobijamo da je za a=8 broj 16a djeljiv sa 3.Trazena cifra je a=8.

612. Neka je a dzeparac jednog djeteta. Kada je svako dijete potrosilo po 30 KM
dobijamo (a-30)+(a-30)+(a-30)=a, odakle dalje dobijamo a=45 KM. Dakle,
dzeparca jednog djeteta je 45 KM. Majka je za dzeparac djece izdvojila 135 KM.
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613. Isjeceno je manje od polovine svih zasada kupusa i manje od polovine svih
zasada luka, znaci isjeeno je manje od polovine svih zasada.

614. Prijavilo se - od planiranog broja ugenika, odustalo je = od prijavijenog
broja, sto iznosi % . % = § Na izlet je otislo %1 - % = g prijavljenih uéenika. Znaci
% prijavljenog broja ucenika je 5 u€enika, pa je 9-5=45 broj prijavljenih u¢enika.
Dakle, na zimovanje je otislo 45-5=40 ucenika.

615. Kako je 22 = ©=2220 — 1 4+ 2= j 91=7-13, to postoje 4 moguénosti: a) a-
2=1, pa je a=3; b) a-2=7, pa je a=9; ¢) a-2=13, pa je a=15; d) a-2=91, pa je
a=93. TraZeni brojevi su 3,9, 151 93.

616. Zbir duzina dvije stranice trougla mora biti vec¢i od duzine trece stranice

a+2b=22. Kako su 2b i 22 parni brojevi, tada i a mora biti paran broj. Zbog neje-
dnakosti trougla je 2b>a, moguéi slucajevi su dati u tabeli

a |2 |[4]6]8]10
b |10 19[8]7 |6

Postoji pet razli¢itih jednakokrakih trouglova koji zadovoljavaju uslove zadatka.

617. Prema uslovima zadatka i oznakama na sl. 218 vazi: Psgg = = = 50 cm?,
Pasap = Pagco — Pepg = 20 - 20 — 2222 = 300 cm?; Py = 222 = 300 cm?;

Ppec = (Pgc + Pagep) — Pagp = (50 4+ 300) — 300 = 50 cm?.
Poec= (PeectPasep)-Paeno=(50+300)-300=50 cm?.

D c

G F

4 B E
Sl. 218

618. Da su na tom takmicenju svi zadaci koje je Jovan rijeSio bili teZi, on bi
0sv0jio 30 bodova. Ali, za svaki laksi zadatak, nezavisno od toga da li ga je Jo-
van rijesio ili ne, njemu se ukupan zbir bodova umanjuje za 1 bod, tj. on dobija 1
bod manje nego $to bi dobio da je rjeSavao teze zadatke. Kako je 14=30-16, znaci
da je bilo 16 laksih zadataka.

619. Neka u prvoj vreci ima x kg brasna. Tada je, prema uslovima zadatka, u prvoj

vredi 80% x kg, 0dnosno 2 x kg, au treéoj 42,5% 0d % x, tj. =2 x = = x. Dalje,

prema uslovima zadatka, vazi g x+x+ g x = 64,2, pa je x =30. Dakle, u prvoj
vre¢i ima 24 kg, drugoj 30 kg i trecoj 10,2 kg.

620. Neka je s udaljenost od mjesta susreta do Doboja i neka je autobus presao taj
put za vrijeme t;, a privatni autobus za t;, tada je s=100-t,=120-t; i t;=t1-336 s,
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336 ( 336

odnosno ¢, = t; — —. Odavde slijedi 100¢, = 120 (¢, - %) tj. t, = 0,56 h.

Dakle, s=100-t,=100-0,56=56 km.

621. Ako povr§ina manje njive iznosi 2p, povr§ina vece njive je 3p. Ukupna
povrsina obje njive je 5p $to znaci da svaku voénu kulturu treba zasaditi na
povrsini % p.. Manja njiva povrSine 2p je zasadena u omjeru 3:5, pa je pod jago-
dama% od 2p, tj.% p. Tada je na vecéoj njivi podjagodamag p —z p= Z p. Ostatak
na vecoj njivi je pod malinama, a to je 3p —% p= ; p. Dakle, jagode i maline na
vecoj njivi treba zasaditi u omjeruZ p:2p=7:5.

622. Spoljasnji uglovi datog AABC su suplementni unutrasnjim uglovima i izno-
se 1259, 1450 909, sl. 219. Najkraca stranica lezi nasuprot najmanjem uglu, to
je stranica AC. Simetrala najveceg spoljasnjeg ugla kod tjemena B sijece pravu AC
u tacki D. Trazeni ugao x je ostri ugao pravouglog ABDC i vazi x+<CBD= 900.
Kako je «CBD = %50 (polovina spoljasnjeg ugla AABC, «CBA=72030"), pa vazi
x=900-72030'=17°30".

D C

x+2y 2x+2y

rlr 3y-x 3y-x

X 550

A B
Sl. 219 Sl. 220

623. Oznac¢imo sa x i y stranice najmanjeg i sljedeceg po veli¢ini kvadrata, a za-
tim izrazimo stranice svih ostalih kvadrata pomocu x i y. Na sl. 220. su u svakom
kvadratu upisane duzine njegovih stranica. Neka je k stranica kvadrata. Tada je
AD=(x+2y)+y+2y i BC=k+(2x+2y). Kako je AD=BC, to vazi (x+2y)+y+2y=k+
(2x+2y), pa je k=3y-x. Kako je AB=CD=32 cm, slijedi 2y+(3y-x)+(3y-x)=32 i
(x+2y)+(2x+2y)=32, odakle dobijamo x=4 i y=5. Dakle, AD=x+5y=29 cm.

624. V3332 + 4447 = \[(3- 111)2 + (3- 111)? = \/T1112 - (3% + 42) = V1112 - 52 = 555.

625. Na ostrvu je x muskaraca i y zena. Tada je 2-x=2-y, pajey =2 -x. U

1 2 1 10

. “ . . XY TA+x .

braku nisu = - x muskaraca i = - y 7ena. Dakle, *—> = "2~ — " njje u braku.
3 5 x+y x+?-x 9

626. Prava p sijece koordinatne ose u tackama A(0,2), B(S,O). Trazena duzina je
visina iz tatke ON, trougla ABO, sl. 221, pa vazi AB? = 0A% + OB = 4 +2 = 2,5.

Kako je povrsina AABO: OA;’B, odnosno P = AB'ZON - toje: 0A- 0B = AB - ON, od-

nosno2->=2.0N;ON =%
2 2 5
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627. Trougao FCN je jednakokraki, jer je CF=FN (osobina simetrale BF), sl. 222.
Takode i ACDM je jednakokraki, jer je CD=DM (osobina simetrale AD). Odavde
slijedi «FCN=<«CNF i «DCM=<DMC. Kako je €A=900-20°=709, to iz pravo-
uglog ACNA slijedi «FCN=2009. Sli¢no dobijamo «BDM=700°. Uo¢imo cetve-
rougao CBNF. Tada je «CFN=3600-1800-200=160°. U jednakokrakom AFCN
vazi: ¥FCN+«CNF+<CFN=180°. Kako je ¥FCN=4CNF, vazi %<FCN= %AFN=
100, Sli¢no, zakljuéujemo «DCM=350 i slijedi «MCN=90°-(«xCFN+<DCM)
=9(00-450=450,

¥
A .
A N
M
F|
N
x C D B
o B
Sl 221 Sl. 222

628. a) Cifa 0 napisana je 11 puta; 10,20,30,40, 50, 60, 70, 80, 90, 100.

b) Cifra 7 je na mjestu cifre jedinica napisana 10 puta; 7, 17, 27, 37, 47, 57, 67,
77,87,97, a na mjestu cifre desetica 10 puta, dakle ukupno, 20 puta.

¢) Cifra 1 je napisana 10 puta na mjestu cifre jedinica, 10 puta na mjestu cifre
desetica i jednom na mjestu cifre stotica, dakle ukupno, 21 put.

629. Jasno je da je o=1=u, ai=0. O¢igledno je da s+s uvecano za jedinicu daje 1
i jedan ,,prenosimo* §to ukazuje da je s=5, a e=4. Kako d+t daje t i jedan ,,preno-
simo* to je d=9. Sada nalazimo da je t=6, a v i r mogu imati vrijednosti 8 ili 3 sto
uslovljava da je a=7 pa imamo dva rjeSenja:
9 8 4 5 6 0
6 3 0 5 6 7 ili
1 6 1 5 1 2 7 1

630. Ocigledno da broj u¢enika nije djeljiv ni sa 2, ni sa 3, ni sa 4. Ako bi dosao
jos$ jedan ucenik onda bi broj u¢enika bio djeljivisa 2 i sa 3 i sa 4. Najmanji takav
broj je 12. Dakle, prema zadatku jedan uéenik nedostaje te ih ima 11.

+

[)} [e)WNe]
=100 W
ujo »
=l »
Ny O
N[N o

631. Kako je na desnoj strani jednakosti paran broj, to je i lijeva strana paran broj.
Dakle, p je paran broj, a kako je p prost, to je p=2. Lako je uociti da je n=8.

632. 10 trouglova: CGD, GED, EAD, AFD, DFB, DAB, GAD, CAD, slika 223.

C

G D

' 7? sl. 223
E

A F B
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633. Zbir cifara svakog od traZenih brojeva treba da bude djeljiv sa 5isa 9, ane
moze biti ve¢i od 50 (jer su brojevi desetocifreni). Dakle, njihov zbir je 45, pau
zapisu trazenog broja koristi se devet 5 i jedna 0. Vazi i obrnuto, desetocifren broj
zapisan pomoc¢u devet petica i jedne nule, djeljiv je sa 9. U trazenom dese-
tocifrenom broju nula moze biti zapisana na svakom mjestu osim na prvom, te je
mozemo napisati na devet razli¢itih mjesta, odakle slijedi da postoji 9 brojeva koji
ispunjavaju trazene uslove.

B B

A
Sl. 224 Sl. 225

634. Na stranim jezicima je 20% knjiga, $to, prema uslovima zadatka iznosi 1900

knjiga. Od toga je 60% knjiga na engleskom jeziku je bilo 60%, $to iznosi 1140

knjiga. Na ruskom jeziku je 1900-1140=760 knjiga .

635. Neka su a=<A i B=«B ostri uglovi pravouglog AABC, sl. 224. Uo¢imo
— 0 .

AASB. Prema uslovima zadatka je «ASB = 180° — °‘2—B =180° — % =135%, paje

ZNCS=1350:9=150. Tada je <NCB=450-150=300, pa je <CBA=B=900-300=600

i «CAB=a=90°-60°=300.

636. Neka knjiga ima x stranica. Tanja je prvog dana procitala i-x, stranica,

drugog dana 2 x, a treéeg = x — 28 stranica. Dakle, vaZi: s x +2-x +2-x —28 =

x, pa je x=210.

637. Prema zadatku, ABSD je jednakokraki i vazi «SDB=<DBS, sl. 225. Kako je

< DBP=<%DBS-«PBS slijedi «DBP<«DBS, tj. «DBP<«SDB, pa je <DBP< <PDB.

Uoc¢imo APDB. Kako u trouglu naspram veceg ugla lezi veca stranica, vrijedi
PD<PB, ¢ime je tvrdnja dokazana.

638. Neka je a duZina stranice kvadrata sl. 226. Tada je: a2+(2a)?=x?; 5a?=x?;
5a2=102 cm?2=100 cm?. Povrsina figure je P=5a2=100 cm?.

Sl. 226
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639. Neka duz BN sijece stranicu AC u tacki P, sl. 227. Kako duz AN polovi ugao
BAC, to je «BAN=<NAP. Kako pravougli trouglovi BNA i NPA imaju i zajedni¢ku
stranicu to je ABNA=ANPA. Dalje zaklju¢ujemo da je ABPA jednakokraki i vazi
PC=AC-AP=AC-AB. Kako je AN visina jednakokrakog ABPA, slijedi da je N polo-
viste duzi BP. Dalje, prema uslovima zadatka, zakljucujemo, MN je srednja linija
ABCPivazi MN = E M

640. Iz jednakosti 2a 3b, 2a 4c, 2a=5d Slljedl b= 3“ c=%d =2?“. Kako je

__ 60

2a=x(a+b+c+d), dobijamo 2a = x (a +5 242 St ) =

641. Neka je x duzina kvadrata iz kvadratne mreze, sl. 228. Tada je Pyy, = a

2
Uodimo da je trougao ABC upisan u kvadrat stranice 3x, pa je njegova povrsina

. . . 2 .
9x2. Dakle, vaZi P, = 9x2 — (ﬂ 4 X 2") = % pa je

2 2 2
¢$
MIN
\ N
P LS
[N
B B

X X X ‘

7x%  x?
PABC:PMNL27’7=7’1-

A

M
Sl. 227 Sl. 228

642. Vidi rjeSenje zadatka 624.

643. Neka su a, b i ¢ trazeni prosti brojevi. Tada vrijedi jednakost a-b-c=5(a+b+c)
Kako je desna strana jednakosti djeljiva sa 5, zaklju¢ujemo da je i lijeva strana
djeljiva sa 5. Zbog uslova zadatka potrebno je da je jedan od tri broja djeljiv sa 5.
Neka je c¢=5. Tada vazi a-b-5=5(a+b+5); a-b=a+b+5; a-b-a=b+5; a(b-1)=b+5;
=22 =228 = 1+ = Prema uslovima zadatka, a je prirodan broj pa zaklju-
¢ujemo da je b-1 djelilac broja 6, pa je b-1=1; b-1=2; b-1=3 ili b-1=6. Odavde
slijedi: be{2,3,4,7}. Kako je b prost broj, to vazi b€{2,3,7}. Dalje dobijamo da je
b=2ia=7; b=3 i a=4; b=7 i a=2. Kako a=4 nije prost broj, trazeni brojevi je a=2,
b=7, c=5.
644. Prvih nekoliko brojeva niza su: 37, 58, 77, 86, 85, 77, 86. Prva dva broja je
ispisao za dvije sekunde, pa mu je jo§ ostalo 298 sekundi. Jasno je da se poslije
drugog broja svaki tre¢i broj ponovi, a kako 298 pri dijeljenju sa 3 ima ostatak 1
to ¢e biti ispisan broj 77.

645. 9x2+4y2-12xy-16a2=12& (3x-2y)2-16a2=12< (3x-2y-4a)(3x-2y+4a)=12.
Kako je 3x-2y+4a=4, to je 3x-2y-4a=3. Kako je (3x-2y-4a)+(3x-2y+4a)=3+4, vazi
2(3x-2y)=7; 3x — 2y = %
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646. Prema podacima na sl. 229 vazi h2=b2-x; h2=c2-(a+x)2. Odavde slijedi b2-
x2=c2-a2-2ax-x2; b’+a’-c?=-2ax; 2ax=c?-a?-b?; 18x=108; x=6 cm. Dalje, iz
h2=b2-x2, slijedi h,2=H?=64; H=8 cm, pa je P=a-ha+a-H+ b-H+c-H=360cm2iV =
ahq 3

T H =288 cm”.

647. Potrebno je odrediti duzinu visine trapeza ABCD, sl. 230. Kroz tjeme D trape-
za ABCD konstrui§imo paralelu sa krakom BC, presjek te paralela i osnovicu AB je
tacka E. Kako je EBCD paralelogram, to je AE=AB-EB=AB-CD=11-7=4 cm. S
druge strane, visina trapeza jednaka je visini AAED na stranicu AE. DuZine strani-
ca AAED su 3 cm, 4 cm i 5 cm. Kako je 32+42= 52, prema obrnutoj Pitagorinoj
teoremi AAED je pravougli, tj. <A=900°. Dakle, krak je okomit na osnovicu trape-

za i njegova duzina je visina trapeza. Povrsina trapeza:
AB+CD 1147

P = AD 2 -7 =27 =27 cm?.
A
C
D C
¢
bl \|h,
B ¢ cxE 4 E B / 30°
]00
A D B
SI. 229 SlI. 230 Sl. 231

648. Dati broj podijelimo na devet klasa, svaka klasa predstavlja broj zapisan sa
devet cifara 1. Dijeljenem tog broja sa 9 svaka klasa daje koli¢nik 12345679 bez
ostatka. Koli¢nik datog broja i broja 9 je broj koji ima devet klasa sa ciframa
12345679. Zbir cifara dobijenog koli¢nika je 9-(1+2+3+4+5+6+7+9). Dakle,
djeljivje sa9, pajeisam koliénik djeljiv sa 9. Dakle, dati 81-cifreni broj je djeljiv
sa9-9tj.sa81.

649. Neka je ABC dati trougao, a CD njegova visina na osnovicu AB koja pred-
stavlja osu simetrije datog trougla, sl. 231. Uglovi na osnovici trougla ABC su
<BAC=<ABC=500. Ozna¢imo sa N presjek prave BM sa visinom CD. Tada je
trougao ABN jednakokraki, pa je ¥«BAN=<ABN=300. Slijedi, *MAN=200 i
2CAN=400-200= 200. U trouglu ABM ugao AMN je spoljasnji pa je <AMN=
300+100°=400. Osim toga, *AMN=400, kao polovina <ACB. Slijedi da su troug-
lovi ANM i ANC podudarni, stav USU, jer je AN zajednicka stranica. Iz ove podu-
darnosti zakljucujemo da je AM=AC. Dakle, trougao AMC je jednakokraki, sa
uglom «CAM= 400, pa je trazeni <xAMC=700.

650. Prema uslovima zadatka MK je srednja linija AABC, NS srednja linija ABCD,
paslijedi MK||BCi MK = % BC, sl. 232. Takode je NS||BCi NS = % Prema tome,

duzi KM i NS su paralelne i jednake medu sobom, pa je NSMK paralelogram.
Dakle, dijagonale paralelograma se polove, OM=0N, $to je i trebalo dokazati.
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651. Neka su stranice pravougaonika A, B, C i D oznacene a, b, x, y kao nasl. 233.
Tada je a-x=200 cm?, b-x=302 cm?, a-y=600 cm?. Povr$ina pravougaonika D je
Pp=b-y. Kako je (b-x)-(a-y)=302-600, tj. (a-x)-(b-y)=302:600 i a-x=200, to je
200-(b-y)=302-600, odakle dobijamo Pp=b-y=302-3= 906 cmz2. Povrsina veli-
kog pravougaonika je: 200+302+600+ 906=2008 cm?.

652. Ako bi svaki od 55 telefona imao direktnu vezu sa 11 drugih telefona, tada
bi bilo 55-11 priklju¢aka (veza). Ako su sve linije direktne, onda broj veza mora
biti paran, jer tada svaka linija ima svoje dvije veze. Medutim broj veza je nepa-
ran (55-11), §to znaci da ne mogu biti sve linije direktne. Trazeno povezivanje
nije moguce.

a b
X A B
y C D
Sl. 232 SI. 233

653. Skratimo razlomak:
274216 44224241 (27 4210+ + 210429+ (28 + 27 + -+ 21 + 1)

28427+ 224241 284274 42242+1
29028+ 27+ 42+ D+ 28+ 27+ +2+1) (28 +27+ - +2"+1)(2°+1)
28427+ +2242+1 T 284+27+ 4224241

21742164 4224241

9 217427%442%4241 a3 _ n9 .23 _
27 +1. Dakle, 5 —————-:3% =(2° + 1):3° = 19.
654. 1z jednakosti dobijemo h, - by = c - h., odnosno: “2% = . |z p = £,
slijedi P =*<™. Takode, vazi P =2 = 22, pa je " = “24 = 224 j dobi-jamo

hy=a i ha=b. Dakle, stranice a i b su jedna drugoj odgovarajuée visine, tj. dati tro-
ugao je pravougli, a ugao izmedu stranicama a i b je prav.

655. Uoc¢imo pravougli AAST, sl. 234. Primijenimo Pitagorinu teoremu na AATC:
R2-r2=52, Dakle, povrsina kruznog prstena: P=m(R?-r?); P=251 cm?.

» Sl 234
P
4 NS r /B
656. Transformi$imo dati izraz: A=x2- (4a2-4ac+c2)-4xy- (4a2-4ac+c2)+4y?-

(4a2-4ac+c?)=(4a%-4ac+c?)-(x2-4xy+4y?)=(2a-c)?-(x-2y)?=(6552-5552)2-
(9463-9462)2=10002-12= 1000000.
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657. Kako je «BB1C=«(CC1B=900°, zaklju¢ujemo da tacke B, i C, pripadaju kruz-
nici pre¢nika BC, sl. 235. Centar kruznice je tacka A1, pa je A1B1=A41C1. U pravo-
uglom AACC, ugao kod tjemena A je 609, pa je <ACC1=300°. Posljednji ugao je
periferijski kojem odgovara centralni ugao «B1A:C:. Slijedi da je «B14:1C1=600.
Onda je AA:1B1C1 jednakostrani¢an, jer su uglovi kod tjemena B i C; jednaki, pa
su i oni 600.

D c
a
4 O\ P h
L]
A B
B
sl. 235 SI. 236

658. Dati broj ima neparan broj desetica pa ¢e i ostatak dijeljenja imati neparan
broj desetica, jer djelilac, broj 86420 ima paran broj desetica. | ostali navedeni
djelioci imaju paran broj desetica, pa ¢e svaki put ostatak dijeljenja imati nepa-
ran broj desetica. Dakle, posljednji ostatak je manji od 20. To je broj 10.

659. Neka su x i y traZeni brojevi. Tada je x2-y2=195, odnosno (x-y)(x+y)=195.
Kako je 195=3-5-13, to su moguéi sljedei slucajevi:

x-y=1 x-y=3 x-y=5 x-y=13

x+y=195;  x+y=65; x+y=39; x+y=15.
Rjesenja ovih sistema jednacina su trazeni parovi brojeva: x=98, y=97; x=34,
y=31; x=22, y=17, x=14, y=1.

660. Neka su P3 i P4 povrsine trouglova BCO i ADO, sl. 236. Dokazimo da je P3=Ps.
Trouglovi BCD i ACD imaju zajedniku osnovicu i visinu h, pa su im jednake i
povrsine. Prema oznakama sa slike je P3+P;=P,+P;. Odavde zakljucujemo da je
Py=P;. Vazi P, =22" i P, ="2" pa je Py:P3=D0-h1:BO-hs, 0dnosno P:P3=
DO:BO. Slic¢no, Koristec¢i zajednicku visinu h; trouglova ADO i ABO, dobijamo
P3:P1=DO:BO, (jer je P3=P4). Odavde slijedi P2:P3=P3:P1, pa je P32=P1-P, 1j. P; =
P, P, = P,. Dakle, povr$ina trapeza ABCD je
P=P+P,+P,+P, =P +P,+2/P P, =

WP + (WP +2(PPr = (VP +P2)

— —2Jah —v5)° (Va-vB)’ (Va+VB)’ _  (a—b)?

661.M— _b=a+b2ab=(\/5 . . _

2 Ve 2 2 2 (Varb) | 2(arvb)
(a—b)? (a=b)* _ (a-b)?

2(\/E+\/F)Z - 2(2\/3)2 8b °

. Kako je

0<b<a,tojeva+b=2Vb,,paje

662. Visina prizme jednaka je pre¢niku lopte, H=2 cm, Prema uslovima zadatka
lopta dodiruje sve strane prizme, vidi sl. 237, presjeka lopte sa ravni paralelnom
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sa osnovama prizme. Neka su a kraci i ¢ hipotenuza pravouglog trougla. Kako su
tangentne duZi iz istih taaka jednake, to vazi 2r=2a-c, tj. 2r = 2a — av2. Prema

) i o .. . _ L.Hﬁ _ _
uslovima zadatka je H=2r=2 cm, pa dobijamo daje a = oAby Al V2. Povr

- - - 2 - -
Sina baze piramide je B = %, pa je zapremina
2

2 2
V=B-H=%-H=@-z=(6+4\/7)cm3.

B
a-t
=¥ ¢
!_P
a Ly
0 ! -t
\ r
' R G-t A

SI. 237

663. 5-(31-2-44+38-2-22)+11-(4-117-17-2-2)-4+11-7-(31-2+2-69)=
5-44(62+38) +4-44(117-17)+11-7-2(31+69)=5-44-100+4-44-100+
11-14-100=55000.

664. Neka je AB=a duzina osnovice, a AC=BC=b duzina kraka. kako je a+2b= 19,
to zbog b=a+2 dobijemo a+2(a+2)=19, tj. a=5 cm, pa je b=7 cm.

665. Neka je u drugoj posudi prije dolijevanja bilo x litara mlijeka. Tada je u prvoj
posudi bilo 3x litara. Nakon dolijevanja, u prvoj je posudi bilo 3x+3 litara, a u
drugoj x+5 litara i vazi jednaéina 3x+3=2(x+5), ¢ije je rjeSenje x=7. U pocetku je
u prvoj posudi bila 21 litra, a u drugoj 7 litara mlijeka.

666. Neka su a i b trazeni brojevi. Tada je a=64x i b=64y, pri ¢emu su x i y pri-
rodni brojevi. Kako je 64x+64y=512, tj. x+y=8. Od &etiri moguca slu¢aja dva ne
ispunjavaju uslove zadatka. Naime za x=2, y=6 i za x=4, y=4 najve¢i zajednicki
djelilac trazenih brojeva je veci od 64. TraZeni brojevi su:

1) Zax=11iy=7 je a=64 i b=448. 2.) Za x=3 i y=5 dobijamo a=192 i y=320.
667. Vidi rjesenje zadatka 392.

668. Neka je x trazeni broj, tada je (x:20+3,75)-0,4=20+8,25, odnosno
(x:20+3,75)-0,4=20+8,25; (x:20+3,75)=28,25:0,4: x:20=70,625-3,75;
x=1337,5.

669. Neka je ab = x trazeni dvocifreni broj, a ba =y broj sa zamijenjenim
ciframa, Tada je: 78x-78y=2808, x-y =36. Kako je x = ab = 10a + b, y = ba =
10b + a, iz x-y=36 dobijemo 10a+b-(10b+a)=36, tj. a-b=4. Kako je a=3b, to
vazi b=2, pa je a=6. TraZeni dvocifreni broj je 62, a tadan proizvod: 78-62=4836.
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670. Neka su a i b duZine stranica pravougaonika, a>b (sl. 238). 1z 2a+2b=23,2
slijedi a+b=11,6. Zbog a=b+4,2 vazi b+4,2+b=11,6, pa je b=3,7 cm, a=7,9 cm.
Neka je x duzina kraka jednakokrakog trougla. Tada je obim trougla: 7,9+2x=23,2
pa je x=7,65. Dakle, duZina stranice je 7,9 cm, a kraka 7,65 cm.

671. Neka je a duzina prve, b druge i c trece daske. Tada je a+b+c=14,5. Neka je
2b 3c

k duzina jednakih dijelova daske nakon rezanja, tadaje% =5 =,= = k. Odavde

slijedi a = 2k, b = %k, c= %k, odnosno 2k + Sk +§k =145, paje k = 3. Duzi-
ne dasaka su a=6 m, b=4,5 m, c=4 m.

a
Sl. 238
672. Neka je «CAB=<CBA=a, <ACB=y, sl. 239, a tacka D presjek simetrale spo-
ljasnjeg ugla a1 kod tjemena B i simetrale spoljasnjeg ugla y1 kod tjemena C, E
tacka na produzetku stranice AB preko tjemena B. 1z osobine spolja$njeg ugla tro-
ugla slijedi da je y1=2a |I| 2 =q, tj. xDCB=%ABC, pa je CD||AB i zaklju¢ujemo
da je <EBD=«CDB (uglovi uz transverzalu), j. "2—1 = 71°, pa je 01=1429, a njegov
uporedni ugao a.=389. 1z y+2a=1800 je y=1040°.

673. Rjesenje jednacine je x = %, a # 3. 0Ono ¢e biti pozitivno ako su brojnik i
nazivnik istog predznaka. Razlikujemo dva sluéaja:

a) 2a-8>0 i a-3>0. Odavde slijedi a>4 i a>3, odnosno a>4.

b) 2a-8<0 i a-3<0. Odavde slijedi a<4 i a<3, odnosno a<3.

Zadana jednacina ima rjeSenja za svaki realan broj a, manji od 3 ili veéi od 4.
674. Neka traZzeni dvocifreni broj ima oblik ab. Tada vaii 10a+b+1 6(a+b),
odnosno 4a+1=5b. Odavde slijedi: a = = = *=* = b + =, Broj a je prirodan
ako je b-1=4k, tj. b=4k+1. Tada je a=5k+1. Dakle k moze 1mat1 dvije vrijednosti

k=0 ili k=1 (jer su a i b cifre). Za k=0 dobijamo: a=1i b=1, a za k=1 je a=6 i b=5,
pa su to jedina dva rjeSenja. TraZeni brojevi: 11 i 65.

675. Neka je n broj stranica pravilnog mnogougla. Tada je broj njegovih dijago-
nala ®=2% = 252, . (n — 3) - n. = 21 24; n=24. Obim je 24-12=288 cm.

N2
676. Prema Pitagorinoj teoremi i podacima na slici 240. vazi: h? = ¢ — (u) ;

2
88+% .48 = 25,92 cm?.

h? = 23,04; h = 4,8 cm. PovrSina trapeza: P = azﬁ “h=
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B
SI. 239 Sl. 240

677. Neka je tacka S sjeciste dijagonala kvadrata ACMN, a BP dijagonala kvad-
rata BCPQ, sl. 241. Ocigledno je *CBP=<CBP=4509, jer je ABCP jednakokraki i
pravougli. Trougao MCP je jednakokraki, CM=CP, a <MCP=360°-(2-900+600),
tj. €MCP=1200, slijedi da je *CMP=<CPM=300, a to zna&i da je <BPD=75°. Tro-
ugao ACS je jednakokraki, jer je AS=CS, a zbog AB=CB, zaklju¢ujemo da tacke B
i S leze na simetrali stranice AC i da je BSLAC. Neka je tacka E presjek prave BS i
prave AC. Trougao BEC je pravougli, jer je <BEC=90°, a zbog «BCE=60°, slijedi
< CBE=300, odnosno «PBD= 759. Kako je «BPD=«PBD=759, zaklju¢ujemo da
je ABPD jednakokraki.

678. Razlomke prosirimo, redom, sa v/3 — 2v2 i v/3 + 2vZ pa dalje racunamo:

R i e I R R = =
Va—2vz  Ja+2vz 3-2v2 3+2v2 T 3-2v2  3+2V2
1 1 3+2V2-3+2V2 4&_4\/7.

3-2v2  3+2v2  (3-2v2)(3+2v2)  9-8

679. Brojnik i nazivnik datog razlomka rastavimo na faktore:

a?-11a+24 _ a(a—-3)-8(a-3) _ (a-3)(a-8) _ a-3 _ 2

a?-9a+8 a(a-1)-8(a—1) - (a—1)(a—8) a-1 a-1"
Razlomak ¢e biti cijeli broj ako je ﬁ cijeli broj, a to je mogucée samo ako je:
a) a-1=1; b) a-1=-1c) a-1=2; d) a-1=-2, te je: a=2 ili a=0 ili a=3 ili a=-1.
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680. Kako je AABC pravougli, sl. 242, a zbog AC=2BC slijedi da je AABC polovi-
na jednakostraniénog trougla, pa je ¥BAC=30° i ¥«BCA=609, a to znali da je
2<CBE=300 i ABEC takode polovina jednakostrani¢nog trougla, iz ¢ega zakljucu-
jemo da je BC=2CE, tj. BC=10 cm, a AC=20 cm. Primjenom Pitagorine teoreme
na AABC dobijamo AB = 10v/3 cm. TraZeni obim je 0 = 20(v3 + 1) cm, a
povr§ina P = 100v/3 cm?.

D C

Sl. 242 Sl. 243
681. Povr§ina kruznog prstena je P=(ri2-r:2)-m, pa je ri2-rz2=16, odnosno
(rl—rz)(r1+rz)=161, pa je 7-(r1+rz)=161, tj. ri+r;=23. Takode vazi i ri-rz=7.
Rjesavanjem sistema jednacina ri+r,=23; ri-r,=7 dobijamo ri=15 cm, r.=8 cm.

682. Neka je BC=a, AC=b i neka je CE=h duzina visine iz vrha C na hipotenuzu
AB, odnosno osnovicu BD trougla BCD, sl. 243. Kako je ABCD jednakokraki, jer
je CB=CD, slijedi BE=DE=49 cm, pa je AE= 527+49=576 cm. Primjenom Pitago-
rine teoreme na trouglove BEC i AEC dobijamo h2=a2-492; h2=b2-5762, odakle
slijedi b2-5762=a2-492, a zbog c2=6252 i a2=c2-b?; a2=6252-b2, je b2-5762=
6252-p2-492 tj. b2=360000 pa je b=600 cm i vazi a?2=6252-6002; a=175 cm.

D C

A X M B
Sl. 244

683. Neka je dati dvocifren broj 10x+y.Trocifren broj koji nastaje stavljanjem nule
izmedu cifara ovog dvocifrenog broja imace oblik: 100x+y. Prema uslovima za-
datka je 100x+y=9(10x+), paje 10x=8y, j. y = x. Kako su x i y cifre, to slijedi:
x=4, y=5. Dakle, 45 je dvocifreni, a 105 trocifreni broj.

684. Kako je, prema uslovima zadatka, 900-a.+180°-a=3a, to slijedi a=540.

685. Desna strana jednakosti je paran broj pa i lijeva mora biti paran broj. Dakle,
jedini paran prost broj je 2 pa je p=2, a n=8.

686. Neka je duzina duzi AM=x, sl. 244. Prema zadatku je BC=x+5, a posto je
obim pravougaonika 50 cm vazi: 2(x+3x+x+5)=50, te je x=4 cm. Dalje racuna-
mo: AB=16 cm, BC=9 cm i P=144 cm?.
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687. Ako je m ili n djeljivo sa 3, onda je m-n djeljivo sa 3. Ako nijedan od datih
brojeva nije djeljiv sa 3, onda su oni oblika m=3k+1 ili m=3k+2, odnosno
n=3p+1 ili n=3p+2, gdje su ki p cijeli brojevi. Ako imaju isti ostatak dijeljenja
sa 3, onda je m-n djeljivo sa 3. Ako imaju razliite ostatke, onda je njihov zbir
djeljiv sa 3.

688. Uocimo pravougli ACPS. Prema oznakama na slici 245, vazi <ASC=2p (kao
spoljasnji ugao ASBC). Dakle, ¥ASC =2B$=900-16°=749, pa je f=37° i a=53°
(kao komplementni ugao ugla p).

689. Neka je x cijena robe. Poslije povecanja za 37% nova cjena iznosi 1,37x i
vazi 1,37x:x=p: 100, tj. p~73%. Novu cijenu treba smanjiti za 27%.

690. Oznac¢imo li sa x = abcde. x = abcde. Tada je 500000+x= 4(10x+5). Rje-
Senje jednacine je x=12820, pa je 512820 trazeni Sestocifreni broj i vazi

512820 :128205=4.

691. 1z a2+b2=6ab, dobijamo a2+2ab+b2=8ab, odnosno (a+b)2=8ab i
a2-2ab+b?= 4ab, odnosno (a-b)?=4ab. Odavde je \/(a + b)? = V8ab;

la + b| = V8ab, paje a+ b = 8ab, jer je a+b>0. Sli¢no, |a — b| = V8ab;

a+b = 8ab, jer je a-b>0. Sada je 2 = Voab _ /3.

E v4ab
C
D C
N H
A B 75°
M
A E B
Sl. 245 Sl. 246 Sl. 247

692. Kako je «CNM=600=<xCBM, zakljuujemo da opisana kruznica ABCM sa-
drzi i taéku N, sl. 246. Zbog toga je «CBM=60°=«CMN (ugao nad tetivom CN).
Slijedi «ACB=<NBC. Ovi uglovi su naizmjeniéni u odnosu na pravu BC, te su AC
i BN paralelne prave.

693. Neka je E srediste vece osnovice AB trapeza ABCD, sl. 247. Prema uslovu
zadatka je AE=EB=CD, pa su trouglovi AED, CDE i BEC podudarni, sa uglom od
300 pri vrhu. PovrSina P, = AD%EH = %-
vima od 300 i 609). Dakle, P, =§-ADZ =25 cm?.
Povrsina trapeza: P=3P1=75 cm?2.

(%) (AEHD je pravougli sa ostrim uglo-

694. Neka je dvacifreni broj oblika ab = 10a + b (a0). Zbog djeljivosti sa 3 je
a+b=3n (n je prirodan broj), slijedi 0<n<6. Prema drugom uslovu je 10a+b+27=
10b+a, pa je b=a+3. |z dobijenih uslova dobijamo da je 2a=3(n-1), pan € {3,5},
iab =36iliab=69.
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v . atb-x at+b+c—x atc—x a+b+c—x b+c—x a+b+c—x
695. Uotimodaje——=——-1,——=——-1,——=——-1,

paje datajednaéina ekvivalentna sa(a+b+c—x)- G + % yi-2 ) =0

a a+b+c
Ako;e + + #——ondajex=a+b+c.

at+b+c

B
B
N
M
N
A
C M c D A
Sl. 248 Sl. 249

696. U pravouglom AANC vazi AN2=AC?+CN2, a u pravouglom trouglu BMC je
BM2=B(C2+CMz2, sl. 248. Sabiranjem datih jednakosti imamo: AN2+BM2=AC%+
CN2+B(C2+CM?=(AC?+BC%)+(CN2+CM?)=AB2+MNz2. (Primijenili smo Pitagorinu
teoremu na trouglove ABC i MNC.)

697. Neka je u AABC %«ACB=90°. Tada je ¥«CAB=«CBA=450, sl. 249. Neka je
tjeme A ujedno i tjeme romba. Tjeme romba na hipotenuzi AB ozna¢imo sa M, na
kateti BC sa N, a na kateti AC sa D, slika. 1z paralelnosti pravih MN i AC slijedi
<MNB=90°, pa je *NMB=4NBM=450. Dakle, ANMB je jednakokraki pravougli.
Stranica romba je 3(v2 — 1)cm, a ANMB je polovina kvadrata te je BM = MN -
V2=+v2-3(V2-1)=6-3V2,pajeAB=AM + MB =3-(N2—1) + (6 — 3V2)

= 3. Polupre¢nik opisane kruznice jednak polovini hipotenuze te je R=1,5 cm.

698. 220 — /(1 + 211 + 220)(1 — 211 + 220) =

— (1 +2-210+220)(1 — 2210 + 220) =
220 _\/ (14 210)2. (1 —210)2 = 220 _ |1+ 210| 1 - 210' _
220 _ (1 +210) . (210 _ 1) =1

1 1

699. KaKOJe -t _1 VaZl—+—+ e —+ —
1)n n-1 n’ 4849 ' 4950
l—l+1—1+-~-+i—i+i—— —DataJednacmajeObllk — |x—5|—98
2 2 3 48 49 49 50

'[j |x — 5| = 100. Odavde je x-5=100 |I|x—5 -100, odnosno x= 105 ili x=-95.

700. a) U AACN vazi AC+CN>AN, sl. 250. Doda-
vanjem NB lijevoj i desnoj strani nejednakosti
dobijamo: AC+CN+NB >AN+NB, odosno AC+CB
> AN+NB (1). Iz AMNB dobijamo MN+NB>MB; N

Ako lijevoj i desnoj strani nejednakosti (2)

dodamo AM, dobijamo: AM+AN+NB > AM+MB; A B
AN+NB>AM+MB (2). 1z (1) i (2) slijedi AC+CB > sl. 250

AM+MB. b) Kako je *AMB><ANB (spoljasnji ugao ABMN) i <ANB > <ACB

C
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(spoljasnji ugao AACN). Na osnovu tranzitivnosti relacije > dobijamo: <AMB >
2 ANB > 4ACB, pa je <AMB > <ACB.

701. Razlomci su oblika % gdje su m i n prirodni brojevi, za koje vazi 1<n<9 i
g < % < g. Zan €{2,3,4,..8} dobijamo trazene razlomke. Prvo rjeSenje je za n=5.

Tada je g < % < g Svodenjem imenioca na NZS slijedi E < i—rg < g, odakle je
5

. 4 6
m=4,pajea=2b=2c=2d=1

702. Neka su AD1, BC1, CBy, DA1 simetrale spoljasnjih uglova trapeza ABCD, sl.
251. Kako se simetrale AD1 i DA; sijeku pod uglom od 900 to je AAMD pravougli.
Sliéno zaklju¢ujemo da je i ABNC pravougli. Jasno je da su tacke D i A1 simetri¢ne
u odnosu na tacku M, pa je tacka M sredina duzi DA1. Takode, zakljucujemo da je
tacka N sredina duzi CB;. Dakle, duz MN je srednja linija trapeza A1B:1CD. Dakle,
MN paralelna sa stranicama AB i CD trapeza ABCD. Kako M polovi DA1, N polovi
CBi to i tacka E polovi krak DA, a F polovi krak CB pa je EF srednja linija trapeza
ABCD. Iz navedenog slijedi: ME je tezisnica pravouglog AAMD i jednaka je
polovini duzi AD, a NF tezi$nica pravouglog ABNC i jednaka je polovini duzi BC.
Obim trapeza ABCD: 0=AB+BC+CD+DA; 0=(AB+CD)+BC+DA; O=2EF+2FN+
2ME; O=2(ME+EF+FN); 0=2-5521004,5; 0=11042009 cm.
Dy c a

D
M E/ F N

A A B Bl
Sl. 251
703. Pretpostavimo da nema bar 10 uéenka iz jednog grada, onda mora biti vise
od 9 gradova odakle dolaze ucenici, Dakle ima najmanje 10 gradova. Ako iz bilo
kojih 10 razli¢itih gradova izaberemo po jednog ucenika dobili smo 10 ucenika
iz 10 razli¢itih gradova. Pretpostavimo suprotno, tj. da nema 10 ucenika iz 10
razli¢itih gradova. Tada gradova ima manje od 10, a to znaci da ih ima najvise 9,
odakle slijedi da u jednom od tih gradova mora biti vise od 9 u€enika tj. mozemo
iz tog grada izabrati 10 ucenika.

704. Kako je di+d,=24, odakle kvadriranjem dobijamo di2+2d,-d»>+d»?=576, te

f'ie d(dz—l)z + (%)2 + % = 144. Za dijagonale romba vazi (%)2 + (dz—z)z =81, te je
didy
2

= 63. Dakle, povr§ina romba je 63 cm?2.

705. Ako se cifre mogu ponavljati najmanji takakv broj je 10039999, a najveci
99994000. Prema uslovima zadatka, sve cifre su razlicite, a kako je zbir svih de-
set cifara 1+2+3+4+5+6+7+8+9+0=45, to znadi iz zbira cifara osmocifrenog
broja moramo izostaviti cifre ¢iji je zbir 5, jer je 45-40=5. Dakle, izostavljaju se
cifre sabiraka zbirova 0+5, 1+4 ili 2+3. Da bi se dobio najmanji i najveéi osmocif-

reni broj, izostavljamo cifre 2 i 3, pa se dobiju brojevi 10456789 i 98765410.
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706. Kako je povriina trougla: P = £t = 2% — &% _ 1 (1) 3 prema zadatku i

2 2 2
oznakama na sl. 252, dobijamo: P = =% + ”Zﬂ +¢ (2) 12 (1) i (2) slijedi:
ahg ang bnp 2

~4 =200 4 270 4 2 Mnozenjem ove jednakosti sa

dobijamo: 1 = 7¢ +

ahg

by cne . e e e g M ng , bny Cne __ H
b Dalje, primjenjujuci (1) dobijamo T an T an = 1, paje
Mg 4 Mp 4 Mc _

hq + hq + ha L

b

A B
Sl. 252
707. Kako je (Bx—-2)(x—2)—-2x(x—-2)—-V2=(x-2)(x—-2)—-+2 =
|x — 2| = V2. Za x = 3 — v/Z dobijamo:
[3-V2-2|-V2=[1-V2|-V2=v2-1-V2=-1

iy . o 200820084.2008200° 20082008+(1+2008
708. Transformisimo jednaCinu: ————--—— = x20%8; # =
2009 2009

42008 200820%%-:2009 _ 12008 (2008)2008 — 52008 , _ 2008
' 20092009 * \2009 !

2009

709. Paralelogram ABCD i ADCP imaju jednaku visinu, koja odgovara stranici DC,
sl. 253. Povrsina ADCP jednaka je polovini povrsine paralelograma ABCD. Stra-
nica MN dijeli paralelogram ABCD na dva &etverougla (DCNM i ABNM) jednakih
povrsina, te je povrSina Cetverougla DCNM, takode jednaka polovini povrsine
paralelograma ABCD. Dakle, ADCP i &etverougao DCNM imaju jednake povrsine.
Kako je ¢etverougao DCFE zajednicki dio tih povr§ina ADCP i Eetverougla DCNM,
slijedi da je povr§ina AEFP jednaka zbiru povrsina tro-uglova CNF i DME. Na sli-
¢an nacin posmatramo ADCP i ¢etverougao ABNM, te zakljucujemo da je povrSina
Cetverougla DCEF jednaka zbiru povr$ina ¢etverouglova APEM i PBNF.

710. Jednacina xy+3y-5x=18 je ekvivalentna sa jednac¢inom xy+3y-5x-15=3,
odnosno jednaéinom (x+3)(y-5)=3. Kako je broj 3 prost broj, razlikuju se ove
moguénosti:

1) x+3=1, y-5=3, pajex=-2,y=8; 2)x+3=-1,y-5=-3, paje x= -4, y=2;

3) x+3=3, y-5=1, pa je x=0, y=6; 4) x+3=-3, y-5=-1, pa je x=-6, y=4 .

711. Jasno je da su boc¢ne strane piramide ABS, BCS, CAS pravougli trouglovi sa
hipotenuzama, redom, c, a, b, Prema zadatku i oznakama sa sl. 254. je: % = 54,

T =72, 22 =96, pa je xy=108, xz=144, yz=192. Vazi: xyxz=108-144; x>yz

=108-144. Kako je yz=192, to je x2-192=108-144, odnosno, x2=81 , pa je x=9
cm. Dalje, iz jednakosti xy=108, zbog x=9, slijedi y=12 cm. Sli¢no, dobijamo
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z=16 cm. Primjenom Pitagorine teoreme na ASAC je: a?2=z2+y?, pa je a=20 cm.
1z jednakosti b2=x2+z2 (ASAC) slijedi b = /337 cm. Dalje primjenom Pitagorine
teoreme na ASAB dobijamo c2=y2+x2, tj. c=15 cm. Neka je osnova piramide

ASAB, tada je visina piramide ivica z, paje: V = ;- 2 =2 22-16 = 288 cm? ,

1.
3
S

Sl. 253 Sl. 254

712. a) Kako je 192=361>91, slijedi 1991=(192)45-19>(361)45>9145>9119, pa je
i razlika 1991-9119>0. b) Kako je 192=361 i 912=8281, to lako provjerimo da
vazi 192=1(mod 72) i 912=1(mod 72). Dalje iz 192=1(mod 72) slijedi
(192)#5=145(mod 72); (192)4=1(mod 72) te je (192)45-19=19(mod 72) (1).
Sliéno dokazujemo: iz 912=1(mod 72) slijedi (912)9=19(mod 72), odnosno
(912)°=1(mod 72) i najzad (912)9-91=91(mod 72) (2) Ako od (1) oduzmemo
(2) dobijamo (192)%.19-(912)2-91=(19-91)(mod 72), odnosno (192)45-19-
(912)9-91=-72(mod 72). Dakle M je djeljivo sa 72, §to je i trebalo dokazati.
713. Koristeci nejednakost aritmeticke i geometrijske sredine dobijamo:
x+122vVx 1> 2Vx, te je y+1=2,/y, z+1 = 2yz. MnoZenjem ovih nejed-
nakosti dobijamo: (x + Dy + D(z+ 1) = 2vx-2,/y-2Vz=8/xyz =8

714. Neka je m nepoznati petocifreni broj. Tada je m = 7abcd = 10 000 + n, gdje

je n = 7abcd. Prema uslovima zadatka vazi m=17n, te je 7000+n=17n, odnosno
n=4375, pa je m=74375.

715.
el BB 20 1 90<12-12n<55 ©8< —12n <43
3 5 12 60 60 60

—43>12n>-8 © 12n€{-36,-24,-12} @ ne {-3,-2,-1}.

716. Tacka C; polovi hipotenuzu, te je ona tjeme dva jednakokraka trougla, ACCy
i BCCy, sl. 255. Kako je a=900-B=900-520=380 i %<CAC;=a=3809, t0 je «<CC,D=
20=769, (spoljasnji ugao AACC;). Uo¢imo ACDC;. Kako je «CDC1=900, to je
«DCC1=90°-xCC1D=900-769=149.
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717. Prema uslovima zadatka, ADMF je kvadrat, sl. 256. Neka je a stranica tog
kvadrata. Kako je obim datog pravougaonika 70 cm, to vazi 4a+2-15=70, pa je
a=10 cm. Dalje vazi AB=DC=DM+M(C=10+15=25 cm. Povrsina pravougaonika
ABCD je Papcp=AB-AD=10-25=250 cmz.

D M c

A = B

Sl. 256

718. Neka je x broj jabuka koje je u poéetku imao brat (sestra). Tada je, prema
uslovima zadatka, (x+2k)-(x-2k)=12, odakle dobijamo k=3. Brat je dao sestri 6
jabuka, pa je u poéetku imao ne manje od 6 jabuka.

3-100

719. Iz 5x2=3k slijedi x* = *. Kako k €N i k<100, to je 2 < *2 = 60. Dakle, x2
<60, tj. x2€{49, 36, 25, 16, 9, 4, 1}, jer x€Z. Kako su od ovih brojeva 36 i 9
oblika 3k, to je x2€{ 36, 9}, odnosno x€{-6,-3,3,6}.

720. Kako je 210=2-3-5-7, to su &etverocifreni brojevi kod kojih je 2 na mjestu
cifre hiljada: 2357, 2375, 2537, 2573, 2735, 2753.

721. Prema uslovima zadatka i oznaka na sl. 257. zaklju¢ujemo da je povrSina
Sestougla jednaka je zbiru povrSina tri kvadrata stranice a, jednog jednakostra-
ni¢nog trougla stranice a i tri jednakokraka trougla, pri ¢emu je povrsina svakog
od njih jednaka povrsini jednakostrani¢nog trougla . Dakle vazi: P = 3a% + 4 -
# =a?(3 +3). Kako je ID = 2 ADZ—‘/E
0 =3a+3-aV3 =3a(l++3).

722. U pravouglom ABAD, sl. 258, konstruisimo tezi$nu liniju AE. Tada vazi:
AE=BE=DE i zaklju¢ujemo da je AABE je jednakokraki, pa je «BAE=15°. Takode
vazi <AEC= 300 (spoljasnji ugao AABE). Dakle, i AAEC je jednako-kraki, te vazi
AE=AC. Konacno je BD=BE+DE=AE+AE=2-AE=2-AC.

= a+/3, to je obim Sestougla

q G
C
90°,
60°
1 F
a
OA 600 60°\B C D a
o a gol1200 E
Ay D
a A c B
o
D E

Sl. 257 Sl. 258
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723. Prema zadatku pravougli AABC ima ostre uglove 30° i 600, pa je ¥ABC=
<BAD=600° i zakljucujemo da je dati trapez jednakokraki, sl. 259. Neka tacka E
polovi katetu AB AABC. Kako je CE tezisna duz AABC, to je CE=EB. 1z <ABC
=600, slijedi da je ACEB jednakostrani¢an. Dalje, moZzemo zakljuciti da su i tro-
uglovi AED i DCE, takode jednakostrani¢ni i vazi AED=DCE=CEB. Kako je obim
trapeza 2 cm, to je stranica svakog trougla a=0,4 cm, tj. osnovice trapeza su
AB=0,8 cm i CD=0,4 cm. Visina trapeza je visina jednakostrani¢nog trougla:

h = 0,2v/3 cm. Povr3ina trapeza: P = # “h= @ 0,2V/3 = ¥ cm?.

D C

h

E
Sl. 259

724. AABO; je jednakokraki (A01=B01), pa je €0:AB=%AB01=a, sl. 260. Sli¢no
zakljuGujemo: €0,4C=<ACO,=f. Prema uslovima zadatka vazi: <ABC=900-a. i
XACB=900-f3. Neka je «xBAC=¢, tada za uglove AABC vaZi: @+(90°-a)+(90°-
B)=1800, tj. p=0+B. Kako je €0:40,=1800, tj. p+a+B=1809°, to je ¢=90°.

C
Sl. 260 Sl. 261

725. Neka je h=CD (visina), e=AD i t=CE (tezi$na duz). Primijenimo Pitagorinu
teoremu, redom, na trouglove ADC i BDC (sl. 261): h2=b2-e?; hz=a2?-(c-e)?,
b%+c%-a? _ 132+14?-152

Odavde je b2-e2=a2-(c-e)2 paje e = T = - oom
Dakle, DE =§—e =Y _s5-5cm.

2
. |225 2252
VIS vz | V2 Te  (Te | azs 100
0,225 +2,25 ﬁ_\/m - 2,252 T 225 '
10 ’

10

726

727. x2+y2+4x-16y+68=0; x2+4x+4+y2-16y+64=0; (x+2)2+(y-8)2=0. Iz pos-
ljednje jednakosti slijedi x=-2, y=8.
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728. Ako od sto proizvoljnih cijelih brojeva formiramo 7 klasa, tako da u prvoj
klasi budu brojevi djeljivi sa 7, u drugoj brojevi koji pri dijeljenju sa 7 daju ostatak
1, u trecoj brojevi ¢iji je ostatak 2 pri dijeljenju sa 7 i tako do poslednje klase u
kojoj su brojevi koji pri dijeljenju sa 7 daju ostatak 6. Tada je u svakoj klasi razlika
bilo koja dva broja djeljiva sa 7. Ako bi u svakoj klasi bilo najvi§e 14 brojeva on-
da bi na taj nadin rasporedili najvise 98 brojeva, jer je 7-14=98. Kako je prema
uslovima zadatka ukupno 100 brojeva, to jo§ dva razli¢ita cijela broja pripadaju
nekoj od klasa. Dakle, postoji klasa u kojoj bi bilo 15 ili vise brojeva, a ¢ija je raz-
lika djeljiva sa 7.

729. Kako je 180=1-2-2-3-3-5, to su cifre ¢etverocifrenog broja :

a)1,4,59; b)1,56,6; ¢)22,509; d)2,3,56; e€)3,3,4,5.
Da bi broj bio djeljiv sa 9, njegov zbir cifara takode mora biti djeljiv sa 9. Zato
slucajevi a), d) i ) otpadaju, a ostaju b) i ¢). Najmanji éetverocifren broj koji se u
tim slucajevima moze formirati je 1566.

730. Kako je zbir spoljasnjih uglova trougla 360 9, a zbir dva spoljasnja ugla iz-
nosi 2700 to je tre¢i spoljasnji ugao 90 0. Kako je njegov suplementni unutra$nji
ugao takode 900, to je AABC pravougli.

731. Transformi§imo datu jednakost: % = 2010 — x. Kako je x prirodan broj, to je
broj 2010-x prirodan, pa je zbog toga i 5 prirodan broj. Dakle, y mora biti djelilac

broja 4, pa ye{1,2,4}; odakle slijedi xe{2006, 2008, 2009}. Rjesenja su uredeni
parovi: (2006, 1); (2008, 2); (2009, 4).

732. Oznacimo sa X ukupnu koli¢inu zita prodanog za sva Cetiri dana. Prema us-
lovima zadatka je: Z-+Z+5- (g - 90) +3-90=x, pa poslije sredivanja
dobijamo: =* — 540 = x, te je x = 360 tona.

733. TransformiSimo dati uslov: a2+d?-2ab-2bc-2cd+2b%+2c?=a?-2ab+b?-
2bc+c2-2cd+d?=(a-b)?+(b-c)?+(c-d)?=0. Kako je zbir tri nenegativna broja jed-
nak nuli, to je svaki od njih jednak nuli. Dakle, a-b=0, b-c=0, c-d=0, odnosno
a=b, b=c, c=d, tj. a=b=c=d.

734. Uocimo trouglove ABC i ACD, sl. 262. U AABC je duz MN je srednja linija
trougla, pa je ona paralelna sa stranicom AC i jednaka njenoj polovini. Takode, u
AACD duz PQ je je srednja linija trougla, pa je paralelna sa stranicom AC i jed-
naka njenoj polovini. Dakle, duz MN i PQ su paralelne i jednake medu sobom, pa
je Cetverougao MNPQ paralelogam i njegove dijagonale MP i NQ se polove u tacki
0. Dokaza¢emo da prava RS sadrzi srediste O duzi MP i NQ. Sli¢no, kao u pret-
hodnom slucaju, za trouglove ABD i ACD, dokazujemo da su duzi MS i PR para-
lelne i jednake medu sobom, pa je Cetverougao MSPR paralelogram i njegove
dijagonale MP i RS se polove. Dakle, tacka O je zajednicko srediste duzi MP, NQ
i RS, odakle proizilazi da se prave MP, NQ i RS sijeku u jednoj tacki, §to je i trebalo
dokazati.
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735. Neka je ABCD dati trapez, sl. 263. Na produzetku duzi AB odredimo tacku E,
tako da je BE=CD. Cetverougao BECD je paralelogram, pa je duz CE paralelna i
jednaka BD i trouglovi BCE i BCD su podudarni. Trouglovi BCD i ACD imaju
zajedniCku stranicu CD, kao i visinu na tu stranicu, pa su im povrsine jednake.
Dakle, povrsina trapeza ABCD jednaka je povrSini AACE, mogu se razloZiti na
zajedni¢ki dio, AABC i podudarne trouglove ACD i BCE. Kako je AACE pravo-
ugli, sa katetama AC i CE duZzine 5 cm, to je povrSina trapeza P=12,5 cm2.

736. Vidi rjesenje zadatka 11.

D C
A4 B E
Sl. 263

737. Neka je A jedan od ovih ucenika. Od ostalih 5 u¢enika postoje najmanje 3
koji se poznaju sa 4, ili postoje najmanje 3 koji se ne poznaju sa A.

1. Sluéaj: Pretpostavimo da su to 3 poznanika uéenika A. Ako se medu ovom tro-
jicom nalaze 2 koji se poznaju medu sobom, onda oni zajedno sa A ¢ine trojku
poznanika. U protivnom medu ovom trojicom svaki ne poznaje ni jednog od pre-
ostala dva ucenika.

2. Sluéaj: Sli¢no zakljuéujemo ako se ova trojica ne poz-naju sa uéenikom A.

738. Pretpostavimo da su duZine obje katete neparni brojevi. Neka je a=2m+1 i
b=2n+1, gdje su m i n prirodni brojevi. Tada, prema Pitagorinoj teoremi, vazi:
c2=a2+b2=(2m+1)2+(2n+1)2=4(m2+m+n2+n)+2, tj. ¢ bi bilo djeljivo sa 2, ali ne
i sa 4. Ako je czdjeljivo sa 2, tada je c djeljivo sa 2, pa je c2 djeljivo sa 4, §to je u
suprotnosti sa zaklju¢kom da c2 nije djeljivo sa 4. Dakle, pretpostavka da su duZi-
ne obje katete neparni brojevi nije tacna.

739. Neka su cijena tasne, olovke i knjige redom x, y i z. Tada iz uslova zadatka
vazi: g+ % + ZZ—S =160 i §+ % + g =240. Ako se oslobodimo razlomaka, slijedi
2x+5y+4z=1600 i 6x+3y+4z=2880. Saberimo ovie jednacine: 8x+8y+8z=4480;
x+y+z=560. Dakle, ugenik je za kupovinu potrosio 560 KM.

740. Duzina hipotenuzu AB, pravouglog AABC je c

100 cm, pa je, prema uslovima zadatka MN=50 cm

(srednja linija trougla), sl. 264. Data kruznica sadrzi M N
tjeme C pravog ugla, jer je ugao nad pre¢nikom prav.

Tacka koja je simetri¢na sa C u odnosu na pravu MN 0 B

pripada hipotenuzi, i kako je kruznica simetri¢na u Sl. 264
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odnosu na svoj preénik MN, to ova tacka pripada kruznici. Zapravo, to je jedna od
presje¢nih tacaka kruznice i hipotenuze, recimo da je to tacka Q. Duz CQ je nor-
malna na duz MN, a samim tim i na stranicu AB, pa je «CQP prav. Odavde slijedi
da je duz CQ pre¢nik kruZnice, te je CQ=50 cm. Kako je povrsina trougla ABC:

P =227 = %0 = 2400 cm? | 222 = 2400 cm?, to iz ovih jednakosti dobijamo
CQ=48 cm. Primijenimo Pitagorinu teoremu na ACQP:
PQ2=CP2-CQ?=502-482=196; PQ=14 cm.

741. Neka je ABCD dati kvadrat, stranice a, koji je sa duzi PQ podijeljen na pravo-
ugaonike APQD i PBCQ, i neka je PB=x, sl. 265. Tada je AP=a-x. Ako sa s1 i s
ozna¢imo redom obime pravougaonika APQD i PBCQ, tada je si-s;=2(a-x+a)-
2(x+a)=2(a-2x). Kako je s1-52=594, to je a-2x=594. Prema uslovima zadatka je
a=503 cm, pa je x=103 cm , a a-x=400 cm.

D 0 c
a
a-x X
A P x B
Sl. 265
742. Kako je
12:12.1.1.1.....1:4.3.1.1.1.....1:2.2.3.1.1.1.....1’
2010 2010 2010

to dati proizvod sadrzi:
a) najmanje jedan parni cijeli broj; c) najmanje 0 negativnih cijelih brojeva;
b) najvise 2 parna cijela broja; d) najvise 2010 negativnih cijelih brojeva.

743. Ako je 2p+3q=200, onda je 3q=200-2p, pa je desna strana jednakosti paran
broj, §to znaéi da i 3q mora biti paran broj, te je g=2, pa je 2p=200-6=194. Kako
je p=97 prost broj, to je p=97, q=2 jedino rjesenje.

744. Uogimo troglove ABN i BCM, sl. 266. Kako je BN=BC, <ABN=<ABC+60° i
IMBC=60°+<ABC, pa je *ABN=<MBC. Dakle, AABN=ABCM i slijedi AN= CM.
Sliéno se iz podudarnosti AACN=ABCP dokazuje AN=BP. Dakle, AN=BP= CM.

745. Neka su a, b, ¢ duzine stranica trougla ABC; hq, hp, he duZine normala iz M
na stranice trougla, sl. 267. Tada je ahs+bhy+ch.=2P, gdje je P povrsina AABC.
Zbir ahq+bhy+ch: je, za dati trougao i tatku M, konstantan, pa proizvod
ahqbhy-ch: ima najvecu vrijednost za aha=bhp=ch.. Kako je ahq'bhy ch.=(abc)
(hahphc), gdje je proizvod abc konstantan, to proizvod ima najvecu vrijednost kad
je proizvod hq-hp-h najveéi. On je najveci, kad tacka M odreduje medusobno
jednake povrsine trouglova MB, AMC, BMC. To se postiZe, kad je tacka M teziste
trougla.
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CZ

- 1 1 a?+b? c? . ab ch - _ -1 1 _
746. Kako je st = = IP—7—7,tj.ab_ch, paje; +.; = =

a

a2p? aZp? c2p2

h—z.

h,

2 C

Sl. 266 Sl. 267 Sl. 268
747. Visina BD dijeli AABC na dva trougla, sl. 268. Prema zadatku AABD je
polovina jednakostrani¢nog trougla, a ABCD je jednakokraki pravougli i vazi:
AB=6 cm, AD=3 cm i BD = 3v/3 cm. Kako je BD = 3+/3 cm i CD=BD, 1o je

AC = (3 + 3v3 )cm. Povrsina: Pyg. = @ = (3+3‘/2§)'3‘/§ = 9'(‘/?'3) cm?.

748. Pretpostavimo da je: a2(c-b)+b?(a-c)+c?(b-a)=0. Tada je :

a?(c-b)+b2(a-c)+c?(b-a)=0;

azc-a2b+b2a-bzc+c2b-c2a=0;

azc-c2a+b%a-b2c+c2b-a2b=0;

ac(a-c)+b2(a-c)-b(a?-c?)=0;

(a-c)(ac+b2-b(a+c)=0;

(a-c)(ac+b2-ab-bc)=0;

(a-c)(ac-bc+b2-ab)=0;

(a-c)[c(a-b)-b(a-b)]=0;

(a-c)(a-b)(c-b)=0.
1z posljednje jednakosti slijedi: a-c=0 ili a-b=0 ili c-b=0, odnosno a=c ili a=b ili
c¢=b $to je suprotno pretpostavci da su a, b i ¢ medusobno razli¢iti brojevi. Dakle,
uz date uslove, izraz a2(c-b)+b2(a-c)+c%(b-a) ne moze biti jednak nuli.

749. Prema uslovima zadatka i oznakama na sl. 269. vazi: <MAD=<NAD=<ADM
=<XADN=900 i AD je zajednicka stranica AAMD i AAND, pa je AADM=AADN,
te je AM=AN. Sli¢no zaklju¢ujemo ABEM=ABEP, odakle slijedi BM=BP. Neka
je x=AN, y=BP, n=CN. Tada je, prema uslovu zadatka, CP=2-CN=2n, AC=AN+
NC=x+n, BC=BP+PC= y+2n. Kako je x+n=10y+2n=16, slijedi da je x=10-n,
y=16-2n. Takode vazi AB=AM+MB=AN+BP=x+y, te je x+y=8, odnosno (10-
n)+(16-2n)=8. RjeSavanjem ove jednadine dobijamo n=6, pa je x=4, y=4.
Najzad, AM: MB=AN:BP=x:y=4:4=1:1.



224
Boris Cekrlija
Matematic¢ka takmicenja uc¢enika osnovnih $kola Republike Srpske 1995-2019.

N

Sl. 269 Sl. 270
750. Prema uslovima zadatka, postoje prirodni brojevi a i b, tako da je p=a2-b?,
tj. p=(a-b)(a+b). Kako je p prost broj, slijedi da jeprethodna jednakost je moguca

samo za a+b=p i a-b=1. Odatle se dobija a = 2=, b = 2. Kako je p>2, to su =
i 2= prirodni brojevi za koje vazi: p = (%1) - (’%) . Dakle, prost broj p se moze

predstaviti kao razlika kvadrata dva prirodna broja na jedinstven nacin:

751. 1z ne ednakostl x+y = 2/xy, slij ed| vty Tada je:
J y ] J_ J
bte =—“2+”C <—2‘“l’f = 2be _1 odnosno e <l PRALEp S Dal]e raunamo:
a2+bc R 2aVbc  a’ ~ b 02+ab
b+c 2+/bc
b+c ct+a a+b

= + + -, §to je i trebalo dokazati.

a?+bc = c2+ca ¢ +ab
752. Neka je a = v/x. Tada je a>1, a prema uslovima zadatka je

- =a+3(a=-2) (a +2) = a+2. Ovu jednakost podijelimo sa a +2 jer
jea +i> 0. Dakle a — ; = 1. Kvadriranjem ove jednakosti slijedi: a® + aiz =3.
Dalje slijedi, zbog a = vx, x + i =3.

753. Neka je 320 = x Tada vazi: A=2-, p=2
3x+1’ 9x+1

x+1 :3x+1 (x+1)(9x+1) 9x +10x+1 S 1. Dakle A>B.
3x+1 " 9x+1  (3x+1)(3x+1)  9x2+6x+1

754. Ostri uglovi BMP i BAC, odnosno MBP i ANP imaju medusobno normalne
krake, sl. 270, i vazi «BMP=«CMN=a, odnosno «PNA=«MBP. Pravougli tro-
uglovi BPM i NPA imaju jednake ostre uglove pa su sli¢ni i vaZzi £:m = n:%, tj.

x>0, pa je A:B=

¢ =2vVmn. Kako je PM pravougli, to vazi: BM = J%_,_ m? = \/4mn m? =
vmn + m2. Trouglovi BMP i BAC su sli¢ni pa je m:BM=b:c, odnosno, zbog BM =

vmn+m2ic=2ymn, m:vmn+m2=5b:2; b= 2mymn . Sliéno odredujemo
\/mn+m
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stranicu a. Kako je ABMP~ ANCM slijedi m :BM=(a-BM):(n-m). Kako je BM =

7 .. . . . _ 2mn
vmn + m?, to poslije sredivanja dobijamo b = T

755. Da bi proizvod brojeva 3Ta i 62b1 bio djeljiv sa 15 mora bar jedan od njih
biti djeljiv sa 5 i bar jedan od njih djeljiv sa 3. Broj 62b1 nije djeljiv sa 5, pa pos-
ljednja cifra broja 31a mora biti 0 ili 5. Ako je a=5, onda je broj 315 djeljiv sa
15, pa cifra b moze biti bilo koja cifra, tj. drugi broj moze biti 6201, 6211, 6221,
6231, 6241, 6251, 6261, 6271, 6281, 6291. Ako je a=0, onda je prvi broj 310
i nije djeljiv sa 3, pa to mora biti drugi broj. Dakle, cifra b moze biti 0, 3, 6, 9, pa
drugi broj moze biti 6201, 6231, 6261, 6291.

756. Neka je trazeni broj abed. Tada je d=4, jer pri dijeljenju sa 10 ostatak je 4.
Zbog djeljivosti sa 4 je c€{0, 2, 4, 6, 8}. Takode, prema uslovima zadatka, a=3b.
Tada je a+b+c+4=4b+c+4. Da bi broj bio djeljiv sa 9, mora biti 4b+c=5 ili
4b+c=14. Kako c€{0, 2, 4, 6, 8}, direktnim provjeravanjem dobijamo da ne vazi
jednakost 4b+c=5, a iz jednakosti 4b+c=14 slijedi da je b=3, a=9 i c¢=2, ili b=2,
a=6 i c=6. Dakle, trazeni brojevi su 9324 i 6264.

757. Neka su stranice pravougaonika a i b. Tada je, prema uslovima zadatka,
2a+2b=ab; ab-2a=2b; a(b-2)=2b;a = = = 20D = 5 4 1,

Kako su a i b prirodni brojevi to vazi b€{3, 4, 6} i stranice pravougaonika su 3 i
6, odnosno 4 i 4 (kvadrat).

758. Ako tre¢em radniku treba x dana da sam uradi posao, onda sva trojica radeci
zajedno dnevno obave % + % + i posla. Za 7,5 dana obave cijeli posao, pa je 7,5 -

(% + %8 + i) = 1. Rjesavanjem ove jednacine dobijamo x = 90.

D A
Sl. 271 Sl. 272

759. Neka je «CAB=q, sl. 271. Tada za pravougli AAEB vazi: *ABE=90°-q, pa
je i XEDB=900-a. Neka je F presjek prvih DE i BC. Za AFDB vazi: <DFB= 180°-
«FDB-4DBF=1800-(90°-a)-a=90°. Dakle, DFLBF, odnosno DELBC.

760. Primjenom Pitagorine teoreme na AEDC, sl. 272, dobijamo EC=10 cm. Neka
je tacka F pripada stranici AE tako da je BC=AF. Tada je ¢etverougao ABCF pra-
vougaonik, a ACFE je pravougli i vazi EF=AE-AF=6 cm. Primijenimo Pitagorinu
teoremu na ACFE: CF?=EC?-FE?=102-62= 64, pa je CF=8 cm. Obim mnogougla:
Oapcpp=8+7+6+8+13=42 cm.
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761. Kako je a=m2+n2, b=2mn, c=m?-n? , t0 Sabiranjem prve i tre¢e jednakosti
dobijamo a+c=2m2, a oduzimanjem treée jednakost od prve dobivamo a-c=2n?.
Mnoze¢i posljednje dvije jednakosti imamo (a+c)(a-c)=4m2n2 , tj. a2-c?= 4m?n2.
Kako iz b=2mn slijedi b2=4m?nz, t0 je a2-c2=b2; a2=b2+c? .

762. Oznadimo stranicu Sestougla ABCDEF sa a, sl. 273. PovrSina Cetverougla
MNPQ jednaka je polovini povr$ine pravilnog $estougla ¢ija su tjemena sredista
stranica Sestougla ABCDEF. Neka je b stranica tog Sestougla. Tada je b = QP =

. . . . . 2
== “—‘E ,jer QP je srednja linija AAEF. Kako je Pyscoer = ﬂ i Punpo = 31’4‘/5 =,
3 2\/" 3b%V3 _ 24? 2a? 8
to Je PABCDEF PMNPQ == 2 ;Lz = (é)z = 3
2
F P E b
0 N
A D c
M E
B C eV
sI. 273 sl. 274

763. Vazi: 53<27; (53)287<(27)287; 5861<22009<22010, pa slijedi 22010 <5861

ca

764. Neka su a, b, c stranice kvadra. Tada vazi ab:bc:ca=2:3:5, tj —=

c b a a c

Odavde slijedi 2=<i2=2 odnosno <==<i2=2 paje —=
2 3 3 5 10 15 6 10
a:b:c=10:6:15.

765. Tjemena osnove piramide obiljezimo sa A, B i C, avrh sa D. Neka je tacka E
podnoZje visine iz tjemena B boéne strane AABD, sl. 274. Trougao EBD je pravo-
ugli sa o3trim uglovima od 300 i 60° i vaZi ED = 4v/3 cm, pa je povrsina boéne
strane piramide P=16 cm?. Kako je AE = AD — ED = 8 —4+/3, primjenom
Pitagorine teoreme na AAEB dobijamo AB?=AE2+EB?=(8-4./3 )2 +42, odnosno

AB =8y2— \/— 3 ¢cm. Povrsina osnove piramide:

B= (8/2-5) 3 Vi) 3 = 16(2v3 — 3) cm?, a povrSina piramide:
PP—B+3P— 16(2v3 —3) +3- 16 = 32v3 cm?.

766. Neka je A=12+22+32+..+20102 i B=1-3+2-4+3-5+..42009-2011. Kako je
B=1-3+2:4+3-5+..+2009-2011=(2-1)-(2+1)+(3-1)-(3+1)+..+(2010-1)-
(2010+1) =22-1+32-1+..+20102-1=(22+32+..420102)-2009=12+22+32 + ... +
20102-2010, slijedi da je A-B=2010.

b
z=— U.

15

767. Neka su a i a+1 dva uzastopna prirodna broja, pri ¢emu je a+1=n2. Tada je
a=n?-1=(n-1)-(n+1). Proizvod je a(a+1)=(n-1)-(n+1)n2. Kako su n-1, ni n+1
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tri uzastopna prirodna broja jedan od njih je djeljiv sa 3. Ako je n-1 paran broj
tada je i n+1 paran broj, pa n2 djeljiv sa 4. Sli¢no je i u slu¢aju kad je n-1 nepa-
ran broj. Dakle, proizvod a(a+1) je djeljiv sa 3-4=12.
c
C A

o B A B D C B
A B

Sl. 275 Sl. 276 Sl. 277

768. Proizvod dva dvocifrena broja uvijek je ve¢i od 100, a manji od 10000. Pre-
ma tome trazeni proizvod moze biti ili 444 ili 4444.

1) Kako je 444=4-111=4-3-37, to je jedno resenje 12-37.

2) Sli¢no, 4444=4-1111=4-11-101=44-101. Kako je 101 prost broj, to u ovom
slu¢aju ne postoji proizvod dva dvocifrena broja.

769. Neka je «BAC=a, <ABC=B, i *ACB=y, ¥ADB=¢, sl. 275. Tada, iz uslova za-
datka, za AABD vazi: £ +£ = 180° - 1240 = 56° a + f = 112°, pa je y=68°.

770. Iz prve korpe treba oduzeti 5% kg jabuka da bi bilo jednako jabuka u obje
korpe. Ako u drugoj korpi treba da ima viSe za 2,25 kg onda iz prve korpe treba
jos oduzeti 2,25 kg, $to je ukupno 52 + 2,25 kg = 8 kg.

771. Prema uslovu zadatka stranica BE trougao BED jednaka je stranici CB trougla
CBA (jer je AEBC jednakokraki pravougli); sl. 276. Prema uslovima zadatka, vazi
<DBE=<%ACB i ¥BED=%CBA (uglovi sa normalnim kracima); svi su ostri uglovi.
Dalje zaklju¢ujemo da su trouglovi ABC i DEB podudarni.

772. Godina ima 365 dana, pa 730 ucenika moZe biti rasporedeno tako da ni u
jednom danu nema vise od 2 ucenika ¢iji je to rodendan, ali posto u $koli ima 800
ucenika, prema kriteriju Dirihlea, bar u jednom danu mora biti rodendan za tri ili
viSe ucenika. Sli¢no razmatramo i ako je godina prestupna.

773. Ako u jednakost % + % = 1—; uvrstimo b = i—;, onda ¢emo poslije sredivanja
e a 11 P a 11 a 11 11 11
dObItI;—a. Daljeje,;_l—o—;_ﬁ—a_g.

774. /(@—5)2-(£+5)=|«§-5|-£-5=(5-£)—w§+5)=-zvﬁ.

775. Primjenom Pitagorine teoreme na pravougli AABC, sl. 277, dobijamo AB=50
cm, pa je tezi$na duz CE=25 cm. Primjenom Pitagorine teoreme na trouglove CDE
i CDA izraGunamo hipotenuzinu visinu h: h2=CE2-DE?=252-ED? i h2=AC?-(AE-
ED)2=302-(25-ED)2. lzjednacavanjem desnih strana ovih jednakosti i poslije
sredivanja je ED=7 cm.



228
Boris Cekrlija
Matematic¢ka takmicenja uc¢enika osnovnih $kola Republike Srpske 1995-2019.

M
F
D C
4 B
E
v
sl. 278

776.Cetverougao ANCM, sl. 278, je sastavljen od dva jednakokraka pravougla tro-
ugla (AAEN i AFCM) stranice 2 cm i Cetverougla AECF &ija se povrSina razlici
povr§ine pravougaonika ABCD i povrsinu dva jednakokraka pravougla trougla
(AAFD i AEBC) stranice 3 cm. Dakle P=5-3+22-32=10 cm?

777. Broj djeljiv sa 15 mora biti djeljiv sa 3 i sa 5. Dakle trazeni broj mora imati
najmanje tri cifre 4, a kako zadnja cifra mora biti 0, onda je to broj 4440.

778. Prema uslovu zadatka vazi 22 4 > = 1. 5 paje
ma 1;1—7 r;l(+4 171)1—7
(m+1)(m-7)+5(m+4) _  5(m+1) , m?-m+13 _ m+ . - P
e = ey maomer) — oy 12 jednakosti nazivnika

slijedi da su jednaki i brojnici, te vazi: m2-m+13=5m+5; m2-6m+8=0. Kako je
m2-6m+8=m2-2m-4m+8=m(m-2)-4(m-2)=(m-2)(m-4), dobijamo da je (m-
2)(m-4)=0, odakle slijedi m=2 ili m=4.

779. Tacka T je teZiste jednakostani¢nog trougla stranice a, sl. 279, i vazi

TA=2h=2 “Z—ﬁ = “T‘/g Trougao ATD je pravougli sa uglom sa ostrim uglovima
od 300i 60°; «TAD =30°. Neka je R polupre¢nik kruga K. Tada je:
2
R=""= QTF Povrsina kruga K: Py = 1% -t = (“T‘E) = “12—2” Prema oznakama
A B V3
na slici, za polupre¢nik r manjih krugova vazi: r = = = 2-= 2= ==, jer je

AAMN pravougli sa o$trim uglovima 300 i 60°; «MAN=300. Dakle, povr§ina

2
nikarie P =72 -7 = (2B) . p= @
kruga polu;z)recmzka riegeP=r?-mg= (18) = Dakle,
Pe:3p=2":2T-3
12 36
780. Koristicemo nejednakost aritmeticke i geometrijske sredine, pozitivnih
a+b

realnih brojeva a i b: === Vab, {j. a + b > 2Vab. Sli¢no: b + ¢ = 2Vbcic+a >
2+/ca. MnoZenjem ove tri nejednakosti dobijamo:

(a+b)(b +c)(c+ a) =2Vab - 2vbc - 2y/ca = 8,/(abc)? = 8abc. Jednakost vazi

Za a=b=c.
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781. Neka ravan dijeli datu kocku na dva kvadra ¢ije su visine x i a — x, sl. 280.

Tada je P1=2a2+4ax i P;=2a2+4a(a-x). Kako je P1: P,=2: 3, to vazi (2a2+4ax):

(2a2+4a(a-x)=2:3, odnosno 6a2=20ax, tj. x = j—z Dakle, omjer njihovih
3a  7a

zapreminaje V; : V, = (a®x): (a?(a—x)) =x: (a—x) = Din=3:7

782. Ako je 2p+3q=201, onda je 2=201-3q=3(67-q). Kako je desna strana jed-
nakosti deljiva sa 3 to mora biti i lijeva. Broj 2p je deljiv sa 3 samo ako je p=3,
jer je p=3 jedini prost broj deljiv sa 3. Tada je 2=67-q, a =65 $to nije prost broj.
Dakle, ova jedna¢ina nema rjeSenja u skupu prostih brojeva.

783. Kako je a+b+c=10, to je 2010-a+2011-b+2012:¢=2011-a+2011-b+2011-c
-a+c=2011-(a+b+c)-a+c=20110+c-a. Najmanja vrijednost izraza dobija se ako
je ¢ najmanje i a najveée, dakle c=1 i a=8: 20110+1-8=20103. Najvecéa
vrijednost dobija se kada je c¢ najveée i a najmanje, dakle c=8 i a=1, pa je
20110+8-1=20117.

C
C
g [ _
7
E K
// M
a-x /
/ ’
/
- a
x|/ ) 4 B
/
A D B
a
Sl. 280 Sl. 281 Sl. 282

784. Oc¢igledno da p=2, u o tom slu¢aju p+10 i p+14 su sloZeni brojevi. Za p=3,
p+10 i p+14 su prosti brojevi. Ako je p>3 prost broj, onda p pri dijeljenju sa 3
daje ostatak 1 ili 2 i moze se napisati u obliku 3k+1 ili 3k+2, gdje je k prirodan
broj. Ako je p=3k+1, onda je p+14=3k+1+14=3k+15=3(k+5), pa je p+14 slozen
broj. Ako je p=3k+2, onda je p+10=3k+2+10=3k+12=3(k+4), pa je p+10 slozen
broj broj. Jedino rjesenje je p=3.

785. Neka je AB=a, sl. 281. Kako je Opscs=0aps +42, vazi: =+ 2+ 2 + 30 =
2 +2+2 442, paje a=14 cm i Oppc=a+3a+3a=7a=7-14=98 cm.

786. Neka se duzi AM i BK sijeku u tacki O, sl. 282. Ako se ove duzi polove, onda
je AABO=AMKO (A0=0M, BO=0OK, ¥AOB=<MOK), pa je AB=KM. Sli¢no, iz
podudarnosti AAOK =ABOM slijedi AK=BM. Kako je AB=KM i AK=BM, to je
Cetverougao ABMK paralelogram, sto je nemoguce, jer tacke M i K, prema uslo-
vima zadatka, pripadaju stranicama AABC. Dakle, duzi AM i BK se ne mogu
poloviti.
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787. Ocigledno da je svaki peti ¢lan niza paran jer u prvom koraku sabiramo cetiri
neparna broja §to daje paran rezultat, dakle zadnja cifra je parna. U drugom,
tre¢om i ¢etvrtom koraku sabiramo tri neparna i jedan paran §to daje neparan zbir.
Zatim, u sljede¢em petom koraku zbir Cetiri neparna ¢lana je paran broj. Kako je
1 ostatak pri dijeljenju 2011 sa 5, to je na 2011. mjestu neparna cifra.

788. TransformiSimo datu jednakost: (-x1+x2)+(-x3+X4)+--- +(-X2009+X2010)-
X2011= 2012. Prema uslovima zadatka, zbir brojeva u svakoj zagradi je 1, pa vazi:

<1 +1+1+-+ 1) — X011 = 2012, 0dNOSNO X2011=1005-2012=-1007.

1005

789. Za pravougli ASGE, sl. 283, vazi SG?=GE?+ES?, tj. r2=(R-3)2+(R-r)%
Odavde sredivanjem dobijamo: 2R2-6R+9-2Rr=0; R(2R-2r)-6R+9 =0. Kako je

2R-2r=BF=5,t0je R=9ir =2

=
790. 1z 2x2+2y2=5xy slijedi 2x2+4xy+2y2=9xy, 0dnosno (x + y)? = 2% x +y =
3\/";. Takode iz (x - y)? = 2 slijedi x — y = —\@, jer je 0<x<y, pa je

X+ X X
1-222 43 |2 [Py
x—y 2 2

791. Iz pravouglog AACB, sl. 284, slijedi % +3=90%; %:300; E=600°. Trougao

ABC je pravougli sa ostrim uglovima 300 i 609, pa je AB=2-BC. Kako je
2¥A4=0=600, to je trapez jednakokraki, pa je AD=BC. Uglovi DCA i BAC su
naizmjenicni i iznose 300 i na osnovu toga slijedi DC = DA = BC = ATB = % Kako
je obim trapeza 2 m=200 cm, to vazi a + 37“ = 200, a = 80 cm. Visina trapeza h
jednaka je visini AACB. Kako je h = 62—‘5, to je povrsina trapeza:

p= “;_”.h = 80;40-2\/§= 1203 cm?.

792. Ako je x2+y2+2x-6y+10=0 onda je x2+2x+1+y2+6y+9=0 ili (x+1)2+(y-
3)2=0. Odavde imamo x=-1iy=3, pa je P(xy)=P(-1,3)=(-1)2011+2011-3= 6032.
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793. Mnozenjem jednakosti =+ == sa abc dobijamo: ac+bc-ab=0. Kako je
(a+b-c)?= =a2+b2+c2-2(ac+bc-ab)=a2+b%+c?, vazi:

Vaz + b2+ cZ-VaZ + b2+ c2 =/(a? + b2 + c2)? = |a® + b? + ¢?|.

Dakle, |a? + b? + ¢?|. je racionalan broj, §to je i trebalo dokazati.

794. Broj dijagonala mnogouglova sa m, odnsno n (m>n=3) stranica je, redom;

m(m-3) _ n(n-3) _

@, @ Prema uslovu zadatka vazi —— —=—— = 2011. Sredivanjem
ove jednakosti dobijamo: m2-3m-n2+3n=4022; (m-n)-(m+n-3)= 4022; (m-
n)-(m+n-3)=1-2-2011, (broj 2011 je prost). Iz posljednje jednakosti, zbog
m>nz3, slijedi: m-n=1i m+n-3=4022 ili m-n=2 i m+n-3=2011. Rjesavanjem
ovih sistema jednacina dobijamo: m=2013, n=2012 ili m=1007, n=1006.

795. Kruznica sa centrom u S i polupre¢nikom SB sadrzi tacke By i Cy, trouglovi
BB1C i CCiB su pravougli sa zajedni¢kom hipotenuzom CB, sl. 285. Kako je
a=600, to je, u pravouglom AABB., ¥ABB1=300. Ugao C1BB je periferijski ugao
nad lukom C1B; kome odgovara centralni ugao C1SB1, pa je «<C1SB1=60° (dva puta
veci od periferijskog). Posto je SC=SB1, to je ASC1B: jednakokraki sa uglom od
600 kod tjemena S, pa su uglovi na osnovici takode po 600°. Dakle, ASC1B; je
jednakostranian, §to je i trebalo dokazati.

796. 1z uslova zadatka slijedi a:b=(b+c):a. Ovu proporciju ¢emo iskoristiti da
konstruiSemo sli¢ne trouglove, jedan sa stranicama a i b, a drugi sa stranicama
b+c i a. To ¢emo uraditi na sljedeéi na¢in: produzimo stranicu AC preko tjemena
A za duz AB i tu ta¢ku oznacimo D, sl. 286. |1z proporcije a : b = (b+c) : a i 0znaka
na slici zakljuéujemo: AABC~ABDC. Kako je ugao kod tjemena C zajednicki, a
stranice koje ga obrazuju su proporcionalne, to vazi <BAC=<DBC=a. i <ABC=
<BDC=B. Kako je AADB jednakokraki, to je «DBA=%BDA. Dalje slijedi
o=4DBC=4DBA+<ABC=2p. Dakle, a: p=2:1.

C

B b

Sl. 285 Sl. 286
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797. Neka je O centar osnove, r polupreénik osnove, H visina i s izvodnica kupe,
2
H; i H: dijelovi visine H, tada je; Y22 = 2, 1m0 _ 75 _r .5 _ A B _H-_2
M, 1" rymly 1s; r sy Hy Hy Hy 1
Odavde slijedi: -- = vZ; "7 = V2, 22 = V2 — 1.
798. 1z jednakosti a2+b2-12a+2b+37=(a-6)%+(b+1)2=0 slijedi a=6 i b=-1, pa je
b201242102-a=(-1)2012+2012-6=1+12072=12073.
799. Iz abﬂ =2 -2 slijedi: 2 + 1 =2~ V2, §j. 7 = 1~ V2. Dalje ratunamo:
a?+b? a b 1 1++2
S AL RN S N
ab b a 1-v2 1++2
800. Ako sa a i b ozna¢imo katete trougla, a sa h hipotenuzinu visinu, tada je
a?=h2+DB2=h2+162; b?=h2+AD?=h2+92; a2+b2=(9+16)2, sl. 287. Iz posljednje
jednakosti, uvrStavanjem a2 i b2 dobijamo h2=144, tj. h=12 cm. Obim pravouglog

trougla: 0=60 cm, a povr§ina: P = az—b = 150 cm?.

801. Trouglovi APD i DPR, sl. 288, imaju zajedni¢ku osnovicu i jednake visine,
pa su im jednake povrsine: Pppa=Pppr. Takode vaZzi Pppa=Pasp+Pprs | Pppr=
Prsp+Ppps, pa je Pasp=Ppsr. Sli¢no zakljuCujemo: trouglovi PQR i BCQ imaju
jednake povrsine, te je Ppor=Pscq i Slijedi da je zbir povrsina trouglova ASD i BQC
jednak povrSini Cetverougla PQRS, $to je i trebalo dokazati.

802. Pretpostavimo da je u svakoj od tih grupa proizvod brojeva manji od 72.
Tada bi proizvod u sve tri grupe bio manji ili jednak od 71-71-71=357911, a za
proizvod svih brojeva od 1 do 9 vazi 1:2:3-4-5-6:7-8:9>357911. Dakle
pretpostavka nije taéna i zakljuc¢ujemo da je bar u od tri date grupe manji od 72.

12 22 3% 20122 12 22 32 20112
803.a—b—(T+?+?+---+4023)—(?+?+7+---+4023)—

12+22_12+32_22+42_32+52_42+ +20122—20112
1 3 5 7 9 4023 -
=1+1+1+--+1=2011

804. Neka je prava BG paralelna sa pravom AD, sI. 289. Tada je &= = 2= FG =
2012-CF, FG 1006-CF . v: CF CF 2011
= ———ivali— =g =——
2011 2 2011 FG - 1006

805. Neka je P; povrsina veéeg, a P, povrSina manjeg kruga. Tada je, prema
uslovima zadatka: % = %; P, = %; P, = ; 72 . = 281 cm?.

806. Svaka od sedam novcanica se moZe rasporediti na dva razli¢ita na¢ina, pa je
broj rasporeda 27=128.

a?+b? _ a(atc) _a
b2+c2  c(a+c) ¢

807. Iz jednakosti & = 2 slijedi b2=ac, pa je

808. Trouglovi AMQ i MNQ, sl. 290, imaju jednake osnovice, AM=MN, i zajed-
ni¢ku odgovarajucu visinu, pa su im jednake povrsine (ozna¢imo ih sa P). Sli¢-
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no zakljuéujemo da su jednake povrsine trouglova CPN i PQN, oznacene sa P;.
Povr$ina etverougla MNPQ: Puwpo=P1+P;. Dokazimo da je zbir povr§ina tro-
uglova ADQ i BCN jednak tre¢ini povr§ine éetverougla ABCD, tj. da je jednak 1.
AADQ ima tri puta manju osnovicu od trougla ACD, a visina im je zajednicka.

Zbog toga je Pipg = A2, SIiEN0, Pacy = 25, pa je Papg + Pacy = “A2 + “ABC —

PAL;CD:L Kako je Panco=2, zbog Papcp=3 i Papg+Psenv=1, to vazi
Pancg=2-P1+2-P,=2, 0odnosno P1+P,=1, tj. Punpo=1.

C
[}
D P C
b/, a D
A/ D B F
9cm 16 cm
A E
A R
B
A
G

Sl. 287 SI. 288 SI. 289

809.
49+6104320=(22)9+(2-3)10+(310)2=(29)2+210. 3104 (310)2=(29)2+2.29-310+(310)2=
(29+310)2,

810. Neka je h=CD visina koja odgovara srednjoj po veligini stranici AB i neka su
X i y odsjecci na koje tacka D dijeli stranicu AB, sl. 291. Duzine stranica AC, AB,
BC oznac¢imo redom n-1, n, n+1. Tada je x+y=n. Primijenimo Pitagorinu teoremu
na pravougle trouglove ACD i BCD: (n-1)2-y2=h? i (n+1)2-x2=h2, pa je: (n-1)2-
y?=(n+1)2-x2; odnosno x2-y2=(n+1)2-(n-1)2, a odavde je: (x-y) (x+y)=4n. Kako
je x+y=n, to je x-y=4.

o P__¢

n+l

y D X

SI. 290 SI. 291

811, JBx—-2)(x—2) —2x(x—2)—-V2=(x—2)2—-V2=|x-2|-V2=|3-
VZ-2|-V2=[1-V2|-V2=-(1-V2)-V2=-1.
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812. Broj 74 pri dijeljenju sa 10 daje ostatak 1; svaki stepen broja 7+ daje ostatak
1. Kako je 72012=(74)503, zakljuGujemo da broj 72012 pri dijeljenju sa 10 daje osta-
tak 1, a 72012-1 pri dijeljenju sa 10 daje ostatak 0, tj. broj 72012-1 deljiv sa 10.
813. Kako je 6 cifra jedinica broja 84, to je 82012=(84)503, pa je 6 cifra jedinica
stepena 82012, Cifra jedinica svakog stepena broja 6, pa i broja 62011, je takode
cifra 6. Tada je O cifra jedinica razlike 82012- 62011 pa je ona djeljiva sa 10.

814. Transformisanjem datog izraza i kori$¢enjem jednakosti za a-c=7 dobija-
mo: a+2)+c(c-2)-2ac=a%+2a+c?-2c-2ac=(a-c)?+2(a-c)=72+2-7=49+14=63.

815. Prema uslovima zadatka, povrsina svakog od pet dijelova velikog kvadata je
25 cm?, sl. 292, te su duzine stranica kvadrata 5 cm. Povr§ina mnogougla je 25
cm? i moze se prikazati kao zbir povr§ina dva pravougaonika stranica x i 10,
odnosno x i 10+x: 10x+x(10+x)=125. Kako je x2+20x-125=0; x2+20x+100-
25=0; (x+10)2-125=0; (x +10)* = (5v5)" = 0; ((x +10) = 5v5 ) ((x +10) +
5\/§)=o; x=5v5 —10 ili = —5v5 — 10 Kako je x>0, to je x = 5v5 — 10 =
5(\/5_ - 2) cm.

816. Podijelimo kvadrat stranice 1 cm na &etiri kvadrata stranice% cm, sl. 293.

Tada bar u jednom kvadratu moraju biti najmanje tri tacke. Neka je to donji lijevi

. . 1 - 1 1
kvadrat. Tada je: r2z=a2+b2. Kako Je a=scmi b= S cm, r? = Semyr= 1=

V8
1_1\/—\/_144 _ 36 _9 _10_2 0 . - .
ETG G < <036 = 0w <m $to je i trebalo dokazati.
x Scm S5cm
0,5cm 0,5¢m

: | A
“ Qﬁ

10+x

SlI. 292 SI. 293 Sl. 294

817. Neka su a, H, D, redom, duZzine ivice osnove, visine i dijagonale Sestostrane
prizme. Tada je a+H=10 i D2=(2a)?+H?, pa je D?=4a2+H?=4a2+(10-a)2=
4a2+100-20a+a%2=5a%2-20a+100=5(a2-4a+20)=5[(a-2)2+16]. lzraz 5[(a-2)2+
16] ima najmanju vrijednost ako je a=2. Za a=2cm, dobijamo H=8 cm, pa je
povrSina Sestostrane prizme: P =2-3a?V3 +6a-H =24vV3 +96 = 24(V3 +
4) cm?, a zapremina: V = 3a®v3-H = 13vV3-8 = 96v/3 cm®

818. Iz jednakosti h. =hq+hy, jasno je da je stranica c=2 c¢m, jer joj odgovara

najduza visina. Kako je p = 2ie = 2/ Chc ,tojehn, = E hy =22 b, =2
2 2 b= e T e



Rjesenja zadataka

Odavde slijedi: 2 =2 + 2% 1 =24+ 2 ab=2a+2b;a = a=a=-==2+
;Tz' Kako je, prema uslovima zadatka, b prirodan broj, vazi be{3, 4, 6}.
Direktnim provjeravanjem, dobijamo da je b=4, a=4. Povrsina trougla:
P=s(s—a)(s—b)(s—c),gdjejes=(a+b+c)/2ivaziP =

V5 —4)(5 —4)(5 —2) = V15 cm?.

819. Neka je h visina iz tjemena C na stranicu AB, sl. 294. Tada je, prema uslovu
zadataka r=3 cm. Iz pravouglog ACDE, primjenom Pitagorine teoreme, slijedi da
je CE=4 cm. Primijenimo Pitagorinu teoremu na AAFC: AC?=AF2+CF2. Kako je
AC=AE+4, AF=8 | AF=AE, to vazi (AE+4)?=AE?+82, odnosno AE?+ 8-AE+16=
AE?+64, pa je AE=6 cm. Kako je AE=AF, to je: AC=BC=10 cm, AB=12 cm.

820. Neka je broj n3+3 djeljiv sa n+3. Kako je n3+3=(n+3)(n2-3n+9)-24, to je
24 djeljivo sa n+3, pa zakljuéujemo n+3€{4, 6, 8, 12, 24}, tj. n€{1, 3,5, 9, 21}.
821. Trougao BCK je jednakostrani¢an stranice 1 cm (sl. 295.), a ABCD je jedna-
kokraki sa o$trim uglom od 309, pa je «DBK=900 Kako je BK=1 cm, DK=2 cm,
to na osnovu Pitagorine teoreme vazi BD?=DK?-BK?, pa je BD?=3; BD = /3 cm.
Cetverougao ABDE je pravougaonik sa stranicama duZine 1 cm i V3 cm. Za

pravougli AEAK dobijamo: EK2=EA2+AK?; EK? = (\/5)2 +22 =+7cm.

822. O¢ito p i g moraju biti razliite parnosti, pa je jedan od njih 2. Neka je g=2.
Kako broj p2+2=(p2-1)+3=(p-1)(p+1)+3 treba da bude takode prost to slijedi da
nijedan od brojeva p-1 i p+1 nije djeljiv sa 3. Od tri uzastopna cijela broja p-1,
p, p+1 jedan mora biti djeljiv sa 3, §to znaci da je p djeljiv sa 3, tj. p=3. Za p=3 i
q=2 dobijamo: p?+q=11 i p+q?=7. Dakle postoje dva uredena (p,q) prostih
brojeva za koje su p2+q i p+q? takode prosti: (3,2) i (2,3).

823. Neka je V zapremina pravilna n-tostrana piramida osnove B i visine H, a V1
zapremina manje piramide, koja se dobije presjekom, sl. 296. Ako je njena osno-

va By, a visina Hi. Tada je V=2V1; 2% = 2- 22, odnosno -+ - = 2. Povrsine
1

1
osnova B i B odnose se kao kvadrati njihovih visina: —-:-- = k2:k = 2, te iz
1 1
jednakosti = - 2L = 2 slijedi k2-k=2; k = ¥/2. Kako je H, = —-Z vazi:
B, H, B, 2

2 H, H H
le(W) ';,lei/Z'%:%.

Sl. 295
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824 Dokazimo da je a<b, tj. % < b, 1j. c<2b. Ovim je nejednakost a<b dokazana.
Analogno se dokazuje da je a<c.

825. Ako svakom od ¢etiri ¢lana ove jednakosti dodamo 1, onda poslije sredi-
. . L x+Yy+zHt  x+y+z+t  x+y+z+t _ x+y+z+t
vanja dObIJaJmO' y+z+t | zHt+x  t+x+y | xty+z
a) Ako su brojnici razlomaka razli¢iti od 0, onda slijedi: y+z+t=z+t+x=t+x+y
_ e xzy=z=t i vazi B 4 Y2 4 2L B
=x+y+z, paje xsy=z=tivazi -+ o+ o+
b) Ako su brojnici jednaki 0, onda je x+y=-(z+t), y+z=-(t+x), z+t=—(x+y), t+x=-
(+z)paje iy 4 X2 ZH L B g

Z+t | t+x | x+y | z+t

826. Data nejednakost je ekvivalentna sa nejednakostima:

2
l.(£+2+2)+i23+3; 1.@4.12@; (a+b)2+6222(a+b)-c;
c b a ab a b c ab ab ab

(a + b —¢)* = 0. Posljednja nejednakost je ta¢na. Jednakost vazi samo ako je a +

b—c=0.

827. Na svakoj od 7 vertikalnih pravih nalaze se po 3 obojene tacke. Pri tome vazi
bar jedna od sljedeée dvije moguénosti: mogu se izabrati 4 vertikalne prave tako
da na svakoj od njih budu bar dvije crvene (plave) tacke. U prvom sluc¢aju postoje
dvije od te 4 vertikalne prave na kojima su po dvije crvene tacke rasporedene na
istim mjestima (prvom i drugom, prvom i tre¢em ili drugom i tre¢em, gledajuéi
odozgo nadole). Te cetiri crvene tacke su tjemena pravougaonika. Sli¢no tvrdenje
vaZzi i u drugom sludaju za plave tacke.

828. Isti dani u uzastopnim sedmicama imaju datume razli¢ite parnosti. Kako tri
utorka imaju parne datume, to se radi o prvom, tre¢em i petom utorku u mjesecu.
Preciznije, samo je jedna moguénost koja zadovoljava uslove. Prvi utorak u tom
mjesecu ima datum 2, tre¢i utorak ima datum 16, a peti datum 30. (Dva utorka
sa neparnim datumima su drugi utorak u mjesecu sa datumom 9. i ¢etvrti utorak
sa datumom 23.). Dakle, 21. je bila nedjelja.

829. Stranica kvadrata je a = v8 = 2v2, sl. 297. Kako su trouglovi jednakostra-
ni¢ni, to je AFCE=900 i AFCE je jednakokraki sa hipotenuzom, EF = av2 = 4.
F

Elk

Sl. 297 Sl. 298 SI. 299
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830. Nepoznata cifra a moze biti 5, 6 ili 7. Dijeljenjem dobijenog broja sa 3 i sa
5, uvjericemo se da je u prvom slucaju taj broj djeljiv i sa 3 i sa 5, u drugom
slu¢aju ostaci dijeljenje sa 3 i sa 5 su 1, a u posljednjem slu¢aju ostaci dijeljenja
sa3isab5su2. Dakle, a € {1.2}.

831. Srafirana je polovina povrine paralelograma, jer uglovi paralelograma su
600 i 1200, te je povrsina svakog od Getiri bijela Cetverougla jednaka zbiru od-
govaraju¢ih povrsina Srafiranog dijela povrSine, sl. 298.

832. Uocimo AADC, sl. 299, «ACD=100, pa je «CAB=85°, AABC je jednako-
kraki sa osnovicom AB, slika. Dalje je «DAB=<CAB-<CAD=850-500=350,

833. Povrsina kvadrata je 36 cm2. Nesrafirani trouglovi su podudarni i pravougli
sa katetama 4 cm i 6 cm, pa je povrSina svakog od njih ? =12 cm? . Zbir po-
vr$ina ova dva trougla je 24 cm2, pa je povrsina Srafiranog dijela 36 cm2-24cm?=
12. Dakle $rafirana povrsina je tre¢ina povrSine kvadrata.

9 b a 9

834. Treba odrediti brojeve a i b, a<7 , b<13,daje¢-2=2ili2-2=2 U
7 13 91 13 7 91
prvom slucaju bice "2 = 2, pa je 13a —7b = 9, odakle je a = =2 Od svih

prirodnih brojeva b, b<13, jedino za b=8 dobijamo da je a cijeli broj; pa je a=5.

Dakle, > — = = . U drugom slugaju bice “—* = . tj. 7b-13a=9, odakle je

a =722 Jedina vrijednost od b, za koju je a cio broj, je b=5. Tada je a=2, pa je
5 2 9

37 or

835. Dati trougao podijelimo na tri trougla: AABT, AACT i ACAT, sl. 300. Svaki
»elementarni jednakostrani¢ni trougao” je povrsine 1 cmz2, a svaki od tri Srafirana
trougla na slici jednak je polovini povrSine datog paralelograma. Ukupna povrsina
AABC: je % 12 + % 6+ % -4 =11 ,,elementarnih jednakostrani¢nih troug-lova”, tj.
PABC=11 cm2.

Sl. 300 Sl. 301
836. Trougao je pravougli pa primjenom Pitagorine teoreme dobijamo, sl. 301.
Kako je povrSina datog kruznog prstena Pyxp = |0B|*w — |OM|?*m = (r + d)*m —
r2m, vazi Pyp = |OB|?m — |OM|?*m = (r + d)*m — r?m = ((r + d)? — r?)m = 64m.
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837. Kako je zbir svih godina 120, primjenom formule 14+2+3+ - +n =
n(n+1) _

222, dobijamo *= = 120, 1j. n(n + 1) = 240. Dakle, 240 je proizvod dva uza-
stopna prirodna broja. Kako je 15-16=240, slijedi da RuZica ima 15 godina.

838. Transformi$imo datu jednacinu:

xy+x-3y-6=0 <= (xy+x)-(3y+3)=3 < x(y+1)-3(y+1)=3 < (y+1)(x-3)=3.
Dakle, y+1 i x-3 su ¢inioci broja 3 te vazi x-3€{1, -1, 3, -3} i y+1€{3,-3,3,-3},
odnosno xe{4,2,6,0}; ye{2,-4,0,-2}. Cjelobrojna rjeSenja (x,y) date jednacine su:
(4,2), (2,-4), (6,0), (0,-2).

839. Prema uslovima zadatka Sestocifreni broj je oblika abcabc i vazi:
abcabc = abe - 1000 + abc = abe - (1000 + 1) = abc - 1001 = abc - 7 - 11 - 13.

840. Prema uslovima zadatka je 11n+8m=73. Direktnim provjeravanjem za
ne{l, 2, 3, 4, 5, 6}. zakljuCujemo da jedino za n=3 dobijamo prirodan broj m=5.
Dakle, u prvih 11 dana u€enik je rjesavao po 3, a u posljednjih 8 dana po 5 zada-
taka dnevno.

841. Kroz tjeme D trapeza ABCD, konstrui§imo pravu p paralelnu sa krakom BC i
neka prava p sije¢e osnovicu AB u tagki E, sl. 302. Cetverougao EBCD je para-
lelogram, pa je AE=AB-EB=AB-CD=11-7=4 cm. Visina trapeze ABCD jednaka je
visini AAED, na stranicu AE. Duzine stranica AAED su: AE=3 cm, ED=BC=5 cm
i AD=4 cm, to zakljuujemo da je AAED pravougli sa pravim uglom kod tje-mena
A, odnosno da je krak AD trapeza ABCD normalan na stranicu AB, tj AD=4. Dakle

AB+CD 11+7

povrsina trapeze je:P = —AD=——-3=27 cm?,
D c A

M

\ D\o
A E B N ¢
p y B
X

Sl. 302 SlI. 303

842. Neka je x duzina stranice najmanjeg kvadrata kvadratne mreZe, sl. 303.
Tada je Py, =’;—2 i Pyge = 9x% — (%+"2ﬁ+¥) = 9x2 —112—x2= 7’2‘—2iva2i

XZ x2
Pupc * Punt, :7’77: 1:71.
843. Transformisimo izraz:
9x2+4y2-12xy-16a2=12 <= (3x-2y)2-16a2=12 <~ (3x-2y-4a)-(3x-
2y+4a)=12 <= (3x-2y-4a)-4=12 < 3x-2y-4a=3. Dalje, sabiranjem jedna-
kosti 3x-2y-4a=3 i 3x-2y+4a=4 dobijamo 2(3x-2y)=7, odnosno 3x — 2y = Z.
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844. Jasno je x-0 i y-0 i. Jednadinu % + % = % mozemo transformisati:

1 1 1

;+;:§®2(x+y) =xyexy—-2y=2xeyx—2) =2x

Ako je x=2, onda je lijeva strana jednacine jednaka nuli, a desna je 2. To znaci da
(2, y) nije rjesenje date jednacine, pa jednacinu y(x-2)=2x mozemo podijeliti sa
x-2 i dalje transformisati: y = 2= = % =2+~ Kako je y cijeli broj , to je
i :742 cijeli broj, pa x-2e{-4,-2,-1,1,2,4}, tj. xe{-2,0,1,3,4,6}, i x # 0. Direktnim
racunanjem dobijamo ye{1,-2,6,4,3}.

Daklev (X'.y) E{(_211)!(1_2)1(3!6)!(4!4)r(6r3)}

845. Odrediti sve Cetverocifrene brojeve abba djeljive sa 45. Prema uslovima
zadatka broj abba mora biti djeljiv sa 5 i sa 9. Da bi bio djeljiv sa 5, posljednja
ciframora biti 0 ili 5, pa je a=0 ili a=5. Za a=0 traZeni broj je trocifren, te zaklju-
Cujemo a=0. Za a=5 broj je oblika 5bb5 . Zbir cifara ovog Cetverocifrenog broja
je manji od 36. Da bi broj 5bb5 bio djeljiv sa 9 mora biti 10+2b=18 ili 10+2b=27.
Za 10+2b=18 dobijamo b=4, a za 10+2b=27 slijedi da b nije prirodan broj.
Dakle, vazi a=5 i b=4, pa je traZeni broj 5445.

846. Trouglovi CAN i BCM su jednakokraki, sl. 304, i slijedi <ACN = <ANC =
90° — %, <BCM = <BMC = 90° — £, Kako je <ACN + <BCM = 90° + <MCN, to je

SMCN = 90° +90° — £ = 900 — 450 = 45°,

847. (1) Iz uslova zadatka slijedi <«CAB=1000°. Neka je ABOC jednakostrani¢ni
nad stranicom BC, sl. 305. Kako je <ABC+<CB0=40°+600, to je *ABO=100°=
2 0CA. Dalje dobijamo «0BD=180°-1000=800° i «0CA=<CAD=1000°. Takode,
0C=AD (jer je AD=BC=0C pa zaklju¢ujemo da je ADOC jednako-kraki trapez, pa
vazi €ADO = 2D0C = ¥ =219 _ 800 paje «DOC = 20°. 1z jednakosti <OBD=
ZADO, slijedi 0B=0D=0C, te je O srediste kruznice na kojoj se nalaze tacke B, C,
D. Ugao DOB je centralni ugao nad tetivom BD i «DCB je periferijski ugao nad
tetivom BD. Takode, vazi «DOB=24DCB=«DCB=10°. Uglovi trougla ADC su:
«LCAD=1009, 2ADC=309, «DCA=50°.
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848. Kako je 1+x2+x4=(1+2x2+x4)- x2=(1+x2)2- x2=(1+x2-x) (1+x2+x) i
1+x+x2=(x+1/2)2+3/4>0, jos treba dokazati nejednakost 3(1+x2-x) =1+x+x,
Posljednja nejednakost je tacna jer je ekvivalentna sa 2(1-x)2=0

849. Neka je n=a2+b2+c2, gdje su a, b, c prirodni brojevi, od kojih je ¢ najmanji.
Tada je n2=(a2+b2+c2)2= a*+b*+c*+2a2b2+2b2c2+2a2c2=(a*+b*+c*+2a2b2-2b2c?
-2a2c2)+4 b2c2+4 a2c?=(a2+b2-c2)2+(2bc)?+(2ac)?. Kako je ¢ najmanji od ta tri
prirodna broja, to je a2+b2-c? prirodan broj pa je n? jednak zbiru kvadrata prirod-
nih brojeva a2+b2-c2, 2bc i 2ac.

850. Neka je P presjecna tacka duzi CK i AL, sl. 306. Kako je CP tezi$na duz na
hipotenuzu AL pravouglog AACL slijedi da je PA=PC=PL. Zbog toga je
APCA = 4PAC = <PAK = g Tada je «A=«, a kako je ACBK jednakokraki to

slijedi 4B = «CKB = %ACK + «CAK = 3-~. Sada iz jednakosti «A+«B=900 i
32 =90° slijedi 2A=a =360 i xB=54°.

851. Posmatrajmo jednu od N = 102—'99 = 4950 duZi sa krajevima u datim tacka-

ma. Ta duz moze biti osnovica najvise dva jednakokraka trougla sa tjemenima u
datim tackama, jer bi u suprotnom simetrala te duzi sadrzavala bar tri date tacke.
Dakle, broj jednakokrakih trouglova sa tjemenima u tim tackama ne prelazi
2N<10000.

852. Kub ne moze biti, jer ako je a kub, onda postoje prosti brojevi p;, 1 <i <k,
i prirodni brojevi o, 1 < i < k, tako da vazi a =[], p;3%. Sada, broj djelilaca je
¥ .(3a; + 1) i to je broj oblika 3k+1, a broj 2013 je djeljiv sa 3.

853. Jednaginu mozemo transformisati u obliku y(3x+2)=7. Kako su x i y cijeli
brojevi, a 7 prost broj postoje slijedece moguénosti:

1) y=1, 3x+2=7, 2)y=-1, 3x+2=-7;

3) y=7, 3x+2=1, 4) y=-7, 3x+2=-1.

Direktnim provjeravanjem dobijamo da data jednacina ima cjelobrojna rjeSenja u
drugom i ¢etvrtom slu¢aju: (-3,-1) i (-1,-7).

854. Neka je S centar upisane kruznice trougla ABC, sl. 307. AAMN je jednako-
kraki pa je prava AS istovremeno i simetrala ugla i visine MN. Zbog toga je SA
normalna na MN. Prema uslovu zadatka i KP je normalna na MN pa je KP|ISA.
Kako je SK normalna na BC slijedi da je SKIAC. Dakle, ¢etverougao APKS je
paralelogram pa je AP=KS. Kako je &etverougao KSMC kvadrat (sa stranicom
jednakom poluprecniku upisane kruznice) konacno dobijamo da je CK=KS=AP.

855. ab+bc+cd+da=b(a+c)+d(a+c)=(a+c)(b+d) < 2= = 40282, Jednakost

vazi za a+c=b+d, tj. (a,b,c,d)=(2011,2013,2017,2015). Takode, vazi ab+bc+cd

+da=b[a+c)+d(a+c)=(a+c](b+d) < (a+b;—c+d _ b+d;a—c) i (a+b;—c+d _ b+d;a—c) —
a+b+c+d)? (b+d)—(a+0)\? _ (a+b+c+d)—2(a+c)

( 2 )_( 2 )_40282_( 2

2
) = 40282 — (4028 —
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(a + ¢))?2. lzraz je minimalan kada je a+c minimalno, a to se dostiZe za (a,b,c,d)=
(2011, 2015, 2013, 2017).

C

Sl. 306 Sl. 307

856. Neka je ABC dati trougao, pri ¢emu je AB=c hipotenuza, a BC=a i AC=b su
katete, a<h , sl. 308. Neka su dalje O i I centri opisane i upisane kruznice, r
polupreénik upisane kruznice, te A;, B1, C1 dodirne tacke upisane kruznice sa
stranicama a,b,c, redom. Tacka O je srediste hipotenuze AB. Prema uslovima za-
datka, AIOC: je jednakokraki pravougli, pa je OCi=r. Odatle je BC, =§—r.
Cetverougao CA11B; je kvadrat, pa je CA:=r, §to za¢i da je BAi=a-r. BA: i BC: su
odsjecci tangenti iz take B na upisanu kruznicu, pa je BA1=BC1, odakle je

%— r =a —r, 0dnosno c=2a. Ovo vazi ako je i samo ako je *CAB=600.

857. Svaka ekipa je odigrala 4 utakmice. O¢ito je ekipa sa jednim osvojenim bo-
dom odigrala 1 nerije$enu utakmicu i ostale 3 izgubila. Ekipa sa osvojena dva bo-
da odigrala je 2 nerijeSene utakmice i 2 izgubila. Takode, jedini na¢in da ekipa u
Cetiri utakmice osvoji pet bodova je da 1 utakmicu pobijedi, 2 utakmice odigra
nerijeSeno i 1 utakmicu izgubi. Isto tako ekipa sa osam bodova morala je ostvariti
2 pobjede i 2 nerijeSene utakmice. Neka je peta ekipa ostvarila x pobjeda i y pora-
za. Kako je ukupan broj pobjeda jednak broju poraza dobijamo da je
0+0+1+2+x=3+2+1+0+y; x=y+3. Kako je x+y < 4, slijedi da je x=3 i y=0. Dakle,
peta ekipa je ostvarila 3 pobjede i 1 nerijeSen rezultata pa je osvojila 10 bodova_
858. Primjenom Pitagorine teoreme na trouglove BEC i ARC dobijamo (sl. 309)
h2=172-x2; odnosno h2=392-(44-x)?, pa je 172-x2=392-(44-x)%; x=8 cm, a
zatim izraCunamo h=15 cm. Kako je 2x=AB-CD, dobijamo da je CD=28 cm pa je
povrsina P=540 cm2.
c

44-x

SI. 308 SI. 309
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859. Nekaje a<b<c Tadaje 15151 Akoje2 =14+241 ondaslijedi
a b c 60 a b c

5—3 l+ + <- + + i a < 3. Razlikujemo tri slu¢aja: 1) a=1; 2) b=2 i

c 3; 3)a 3, b 4|c 5
Direktnim provjeravanjem za date slucajeve dobijamo
1 11 110 53,1 1 1 13 65 53 - 47 65 & - 5_3

1 1
i i il E R R e
1 2 3 6 60 60" 2 3 4 12 60 60 60 60 60

Dakle, ne postoje tri uzastopna cijela broja a, b, ¢ takva da vrijedi data jednakost.
860. Neka je BN=AQ=a, NC=QD=b, SC=MB=c i AM=DS=d, sl. 310. Tada je
a2+d?=49; a%+c?=4; b2+c2=36 i PD?=h2+d?. Sabiranjem prve i tre¢e jednacine
slijedi a2+ b2+ c2+d2=85. Kako je az+c?2=4, to je a2+d?=81, odnosno PD=9 cm.

20 .
861. Prema uslovima zadatka je n#1 pa vazi u % =n?+— Dabi

ovaj izraz bio cijeli broj mora i n-1 biti djelllac brOJa 3. To znadi da n-1€{-1, 1,
-3,3}, pa je ne{0,2,-2,4} . Za ove vrijednosti cijelog broja n dobijamo skup vrijed-
nosti datog izraza: {-3,7,3,17}.

862. Neka je x broj muskaraca, a y broj zena na ostrvu . Tada je, prema uslovima
zadatka, 2x = 2y, odnosno y = 2x. Na ostrvu nije u braku ; svih muskaraca i 2

svih zena. Dio stanovnistva koji nije u braku je koli¢nik onih koji nisu u braku i
ukupnog broja stanovnika:

()it = (o230 (50) = () () =53

D d S c C
b
p
Q N
a
A M B
SI. 310

863. Neka je AB=a, BC=b, AE=c, tatka M presjek dijagonala, d dijagonala kvadra
i neka je a>b>c, sl. 311 Kako su kod kvadra dijagonale jednake i polove se to su
trouglovi AMB, BMC i AME jednakokraki, pa su MP, MQ, i MR redom njihove
visine, a to znaci da su tacke P,Q i R sredine stranica a, b i c. Trouglovi MPB, MQB
i MRA su pravougli ¢ije su hipotenuze redom MB, MB i MA i jednake su polovini

dijagonale pa je: ‘1—2 = ? + 49; i—z = ';—2 + 64; ‘1—2 = 04—2 + 81. Kako je dz=az+b2+c? to
je b2+c2=196; a2+c2=256, a2+b2=324. Sabirajuci prvu i trecu jednacinu dobijamo
az+b2+2c2=452, pa je, zbog a2+b2=324, c=8 cm. Dalje, dobijamo

a=8vV3cm, b =2v33cm,pajeV = abc = 384v/33 cm3.
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| Sl. 311 |
- 1_ 1\? _ 2, 1 _ w2, 1\ _
864.Ka|1<01ex+;—3<= (x+;) =9ox +x—2—7,V2121(x +x_2) = 49, pa
jext 4+ =47
X

XXz +x3+ 225

865. Prema uslovima zadatka je: =28©x +x,+x3+ -+

Xo5 = 70 | HERIITII = 978 & xy 4 xp + X3 + -+ + Xpy = 66,72. Dakle, x,5 =

(e + x5 23+ x35) — (07 + x5 +x3+ -+ x5,) =70 — 66,72 = 3,28.

866. Velika kazaljka za 60 minuta opiSe 3600, a za 1 minutu ugao od 6°. Mala
kazaljka za 60 minuta opise ugao od 309, a za 1 minutu ugao od 0,5°. U 5 ¢asova
velika imala kazaljka obrazuju ugao od 1500. Za 12 minuta velika kazaljka opise
ugao od 729, a mala 60. Dakle, u 5 ¢asova i 12 minuta velika i mala kazaljka
obrazuju ugao od 1500-720+60=840,

867. xy+y-3x=8 < xy+y-3x-3=5<> y(x+1)-3(x+1)=5< (x+1)(y-3)=5.
Kako su x i y cijeli brojevi, postoje slijedeci slucajevi:

x+1 |1 -1 5 -5

y-3 |5 | -5 1 -1
X 0 | -2 4 -6
y 8 | -2 -4 2

Dakle, rjesenja ove jednacine su (0, 8),(-2,-2),(4, 4) i (-6, 2).

868. Neka je AABC pravougli sa kate- B
tama BC=a, AC=b i hipotenuzom AB=c,
sl. 312. Neka je CDEF kvadrat upisan u Pl S

AABC i neka je tacka E Cetvrto tjeme a c

kvadrata CDEF, koje pripada hipotenuzi X

AB=c pravouglog AAB. Oznag¢imo sa x

stranicu kvadrata. c D o A

Kako je Pasc=Pack +Pacz, vazi: Sl. 312
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@b _bxax g — @b i — 2 = (22 i
=t eab=x (a+b)=>x_a+b, pa je Pepgr = x 3—(a+b).Nek6116

a
a-b_ll'?_S_a . v
P 5.Daljevam

kateta b 50% duza od Katete a, tada je b = 2%, pa je =
2. 2 . 2 2
Pasc = i Popgr = o=, PAJ€ Pepgr ¢ Pape = o i =121 25 = 48 : 100. Dakle,
kvadrat zauzima 48% povrsine trougla.
1 1 1 .
1+i=2+ T =2+1+; tejex=1,y=2,z=6.

13 iz
6

870. Trouglovi AMQ i MNQ (sl. 313) imaju jednake stranice AM=MN i jednake
visine koje im odgovaraju pa su im i povrsine jednake; P1. Isto vazi i za trouglove
CPN u PQN, pa i oni imaju jednake povrSine; P,. Dakle, povrsine Cetverougla
MNPQjedankaje zhiru P1+P3: PMNPQ=P1+P2.

869. §=z+g=z+

1
245

A M N B
Sl. 313
Kako AAQD ima tri puta manju stranicu od AACD, a odgovarajuce visine su im
jednake i vazi Pagp = 5 Pacp- SIiéno, Pacy = =+ Papc- Dakle,
Pagp + Pocw =5 Paco + 3 Papc =3 Papeo =3-1=1.  Na  osnovu  ovoga
dobijamo Pawce=2, tj. 2P1+2P2=2, odnosno P1+P,=1.

871. Neka je xyz = 100x + 10y + z dati trocifreni broj. Zamjenom cifara jedinica
i desetica dobijamo broj xzy = 100x + 10z+7y. lz uslova zadatka vazi:
100x+10y+z+ 45=100x+10z+y=0. (1). Ako cifre stotica i desetica zamijene
mjesta dobijamo broj: yxz = 100y + 10x +z, a iz uslova zadatka vazi
100x+10y+2z-270=100y+10x+z, odnosno x-y-3=0. (2). Sabiranjem jednakosti
(1) i (2) dobijamo x-z=-2 (3). Ako cifre stotica i jedinica zamijene mjesta
dobijamo broj: Zyx = 100z + 10y + x. Tada je xyz — zyx = (100x + 10y + z) —
(100z + 10y +x) =99 (x —z) =99+ (—2) = —198. Znali, dati broj ¢e se
povecati za 198, ako cifre stotica i jedinica zamijene mjesta.

872. Ako je kada zaCepljena, nakon 1 minute punjenja u njoj ¢e biti % zapremine

kade. Prema tome, za 48 minuta iz slavine ¢e iste¢i vode &ija je koli¢ina jednaka
48 -% = % zapremine kade. Ako odvodni ¢ep u kadi nije zatvoren, za 1 minutu iz
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kade ¢e isteci koli¢ina vode koja je jednaka % zapremine kade. Za 48 minuta iz
8
5
48 minuta nakon pustanja vode u kadi nalazi vode koja je jednaka g zapremine
kade, $toznaci da Marko nije presuo kadu.

kade ¢e isteci 48 - % = S zapremine kade. Kako je % —-= g zakljucujemo da se za

873. Ako je trazeni trocifreni prirodni broj abc = 100a + 10b + ¢, onda odnos bro-

ja abc i zbira njegovih cifara; *U B = DCROREACIAT — 10 4 9. 2 =
a(10-%) 10-< .. . . .. b ¢ btc . .

10+9-—— 2 =10+ 9-— 2 Ovaj izraz je najmanji ako je 2 + < = 2*€ najvedi.
a(142+5) THots a a a

Izraz %je najvedi ako je b+c maksimalno, a a minimIno. Kako su u pitanju cifre,
onda je b=c=9, a=1. TraZeni broj je 199.

874. Oznacimo sa r i H polupre¢nik baze i visinu datog valjka, redom, a sa ry i
Hi poluprecnik baze i visinu novodobijenog valjka. Iz uslova zadatka slijedi:

r=3r, Hy = (1-L2) -1, pajev, = (1+-2) v e n?nh = (1+-2)r2nH &

o?m(1-L)-H=(1+L)r2nH o 9(1- L) = (1+ L) & p=80%.

Oznacimo sa povrsinu omotaca polaznog valjka, a sa povr$inu omotaca
.. . . - 3r(1-L )0
novodobijenog valjka. Tada je 22 = 2272 i)t _ . (1 - 2) =0,6.
. M » 2rmH H 100
Dakle, povr§ina omotaca se smanjila za 40%.

875. Neka su x i y trazeni brojevi. Prema uslovima zadatka je xy=10(x+y). Odavde
dobijamo xy-10x-10y=0. Ako dodamo lijevoj i desnoj stranijednaéine broj 100,
dobijamo xy-10x-10y+100=100, odnosno (x-10)(y-10)=100. Kako su x u y
prirodni brojevi postoje slijedeci slu¢ajevi, koje éemo prikazati tabelom:
-10 | 1 2 4 5 10
-10 |100 | 50 | 25 20 [ 10
X 11 |12 | 14 15 | 20
y |110 | 60| 35 25 |20
TraZeni parovi brojeva su: 111 100; 12 i 60; 14 i 35; 151 25; 20 i 20.

876. Kako je a-B8=90% a=90°+p4, to
znadi da je A ABC tupougli, sl. 314. Na stra-
nici BC konstruiSemo tacku D, tako da je
«BAD =900inekajeCD = x i AD = y. Kako
je a =90° + B, slijedi da je «CAD=p. Troug-
lovi ACD i ABC su sliéni, jer imaju jednake
uglove: AACD ~ AABC . Na osnovu ove sli¢-
nosti slijedi BC:AC=AC:CD i BC:AB=AC:AD.
Iz prve proporcije dobijamo 20:15=15:x;
x =%, paje BD = 20 - 2 = %, Iz druge proporcije slijedi 20:c = 15y; y = 2c.

Sl. 314

- - .. . . . . (35 2 2 3 Z. _
Dalje, iz AABD, primjenom Pitagorine teoreme, slijedi (T) =c?+ (Zc) ; c=7.
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877. Prvo ¢emo izraCunati koliko tih brojeva mozemo napisati. Cifru hiljada
mozemo izabrati na 5 nacina. Nakon §to smo izabrali cifru hiljada, cifru stotica
mozemo izabrati izmedu 4 preostale cifre, na 4 na¢ina. Cifru desetica moZemo
izabrati izmedu 3 preostale cifre, na 3 nacina, a cifru jedinica na 2 nacina. Prema
tome, tih brojeva ima 5-4-3-2 =120. Sada ¢emo odrediti njihov zbir. Ako
odaberemo jednu cifru, npr. 1, pa je napiSemo na mjestu jedinica, onda takvih
brojeva ima 24. Sli¢no, 24 broja imaju cifru 1 na mjestu desetica, 24 na jestu
stotica i 24 na mjestu hiljada. Isto to vazi i za ostale cifre, tj. za cifre 2, 3, 4 ili 5.
Dakle, svaka od cifra nalazi se na svakom od dekadnih mjesta (hiljada, stotica,
desetica i jedinica) tatno 24 puta. To znaci da zbir svih tih 120 brojeva ima 24-
1+24-2+24-34+24-4+24-5=2360 jedinica, isto toliko desetica, stotica i
hiljada. Zato je zbir jednak 360-1000+360-100+360-10+360-1= 360:(1000+
100+10+1)=360-1111=399960.
878. Kako je xy+x+y+1=2015, tj. (x+1)(y+1)=5-13-31, to vazi:
1) x+1=5, y+1=403, pa je x=4, y=402;
2)  x+1=13,y+1=155, paje x=12, y=154;
3)  x+1=31, y+1=65, pa je x=30, y=64;
4)  x+1=65, y+1=31, pa je x=64, y=30;
5)  x+1=155, y+1=13, pa je x=154, y=12;
6)  x+1=403, y+1=5, pa je x=402, y=4.

879. a) Neka pored broja 16 pise neki broj x od preostalih 15 brojeva. Tada vazi:
16<16+x<31. Kako je 16+x=a?, to mora biti a2=25, pa je x=9.
b) Mogu. Primjer: 16,9, 7, 2, 14, 11, 5, 4, 12, 13, 3,6, 10, 15, 1, 8 .

A M B
Sl. 315
880. Neka je tacka M sredina stranice AB i tacka D presjek simetrale unutra$njeg
ugla kod B sa stranicom AC, tada je CM teZi$na duz iz tjemena C, a BD simetralna
duz ugla kod tjemena B, sl. 315. Ozna¢imo presjek duzi CM i BD sa 0. Kako je
duz CM normalna na BD i «MBO=«CBO slijedi da je AMBO=ACBO (na osnovu
stava USU) pa je MB=BC Kako je «DAM=<ABD to je AD=BD pa je DM visina
jednakokrakog AABD, te na osnovu toga imamo da je «DMB=90°. Na osnovu
svega ovoga slijedi da je je ADMB=ADBC (na osnovu stava SUS), a to znaci da
je «BCD=90°, pa je AABC pravougli. Na osnovu uslova zadatka da je ugao kod
B dva puta veci od ugla kod A dobijamo da su uglovi AABC jednaki 30°, 60° u
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90°. Kako je AABC pravougli sa uglovima 30°, 60° u 90° on je polovina je-
dnakostrani¢nog trougla pa su stranice AB=6 i AC = 3+/3. Na osnovu toga je obim:

Oupc = 6+ 3 +3V3, apovrSinaje P = 3'32\5 = 92—‘/§.

881. Posmatrajmo razliku:

(b2+c2-a?)2-4b2c2=(b2+c2-a%-2bc) (b2+c2-a2+2bc)=((b-c)2-a?)?((b+c)?-a?)=
(b-c-a)(b-c+a)(b+c-a)(b+c+a). Kako su a, b, c stranice trougla slijedi da je
izraz u prvoj zagradi negativan, a svi ostali su pozitivni pa je taj proizvod
negativan i vazi (b2+c2-a?)2-4b2c2<0 ili (b2+c2-a2)2<4b2c?, §to je trebalo i
dokazati.

882. Kako je 2013291 — 2013 = 2013 - (20132%13 — 1) = 3-11:62 - (2013*503 —
1), to je dati broj djeljiv sa 33, a broj (20132°13 — 1) je djeljiv sa 2, jer se broj
2013* zavr$ava cifrom 1, pa se i broj 2013*5% zavr§ava cifrom 1. Kako je jedan
¢inilac djeljiv sa 33, a drugi sa 2 i slijedi da je njihov proizvod djeljiv sa 66.

883. ABKC =A CLD (kao pravougli sa jednakim katetama, sl. 316), pa iz te podu-
darnosti slijedi da je «BKC =«CLD. Dakle, vazi «SKC+<KCS =«BKC+«DCL=
<4CLD+«DCL=90°, odakle je «KSC=90°, to jest «LSB=90°. Kako je «BAL+
«BSL=180°, onda je i «ALS+xABS=180°, pa je ¢etverougao ABSL tetivni. Dalje
vazi <ASB=<ALB (kao periferijski ugao nad istom tetivom), a «CKB=z«<KBA
(uglovi sa paralelnim kracima). Kako je i ABKC=ABAL (pravougli sa jednakim
katetama) imamo da je «ALB=«BKC Na osnovu ovih jednakosti uglova imamo

da je *ASB=<«ABS, a to znaci da je AASB jednakokraki, $to je i trebalo dokazati.
D K C

S

Sl. 316

884. Neka su xyz traZeni brojevi. Tada vazi:100x+10y+z=15(x+y+z), odnosno
85x=5y+14z. kako su brojevi 85x u 5y djeljivi sa 5 to mora i 14z biti djeljivo sa
5, odnosno z mora biti djeljivo sa 5. Kako je broj z cifra to postoje 2 slu¢aja: ili
je z=0 ili je z=5. Ako je z=0, onda je 85x=5y , odnosno y=17x, a ova jednacina
nema rjeSenja jer su x i y cifre. Ako je z=5 onda je 85x=5y+14-5, tj. 17x=y+14.
Rjesenje ove jednadine je x=1 i y=3, a to znacdi da je jedini traZeni broj 135.

885. Kako je a*+a2b2+b4=(a2+b?)2-a2b2=(a2+b2-ab)(a2+b2+ab), slijedi
az-ab+b?2=2. Ako jedna-kost a2-ab+b2=2 saberemo sa a2+ab+b?=4, tada je
az+b2=3, a ako a2-ab+b?=2 oduzmemo od a2+ab+b2=4. Tada je ab=1. Dalje, na
osnovu dobijenog vazi:
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at+a3+b3+bs=(a?)3+(b2)3+a3b3=(a2+b?)(a*-a?b?+b*)+a3h3=
(a2+b2)((a2+b?)2-3a2b?)+(ab)3=3-(32-3)+13=19.

886. Pretpostavimo da bi jedan traktor mogao preorati prvo polje za x ¢asova, a
drugo polje za y ¢asova. Tada imamo sistem jednacina:

S+T =121 % G + g) +2 42 = 20. Mnozei ove jednatine sa 6 dobijamo sistem

2x+3y=72 i 4x+4y=120. Rjesenja ovog sistema su x=18 i y=12. Znaci da bi dva
traktora obradili prvo polje za 9 ¢asova.

887.Neka je ABC dati trougao c¢ije su duzine stra- c

nica tri uzastopna broja i neka je AC < AB < BC, sl.

317. AB je srednja po veli¢ini stranica AABC, a h je

visina koja joj odgovara. Podnozje visine h je tacka ol n+l
D, koja stranicu AB dijeli na odsjecke x i y. Ozna-
¢imo duZine stranica trougla AC, AB i BC, redom, sa
n-1, n i n+1. Tada je x+y=n. Iz pravouglih tro-

uglova ACD i BCD slijedi h2=(n-1)2-y?, odnosno X Y
h2=(n+1)2-x2. Eliminacijom veli¢ine h dobijamo * D B
jednadinu (n-1)2-y2=(n+1)2-x2, odakle imamo da Sl. 317

je x2—-y2=(n+1)2-(n-1)2ili (x-y)(x+y)=4n. Kako je
x+y=n dobijamo da je x-y=4 §to je i trebalo dokazati.

888. Datu jednac¢inu mozemo transformisati na slijede¢i nacin:

J(x —2)2 —/(2x +3)% = —1, odnosno |x — 2| — |2x + 3| = —1.
Zaxe€ (—00,—%), rjeSenje je x = —6; zax € [—;, 2), rjeSenje je x = 0,aza

x € [—2 + o0) data jedna¢ina nema rjeSenje. Skup rjeSenja je R = {—6,0}.

889. Paodijelimo te brojeve u grupe tako da istoj grupi pripadaju brojevi koji pri
dijeljenju sa 2014 daju ostatke 0, 1, 2, 3, ..., 2012, 2013. Kako ovih grupa ima
2014, a brojeva 2015 to prema Dirihleovom principu bar dva broja moraju pripa-
dati istoj grupi, to jest pri dijeljenju sa 2014 daju isti ostatak, a to zna¢i da im je
razlika djeljiva sa 2014.

890. Srednja linija trapeza je m = “TH’. Kako je je m = 11 cm, dobijamo da je a +
b = 22cm, sl. 318. Trapez je jednakokraki te je ¢ = d, pa je obim trapeza 0 = a +
b+ 2c = 34 cm. Iz uslova da je kraca osnovica dva puta duza od jednog odsjecka
srednje linije dobijamo daje b =8cmia= 14 cm. DuzEB = az;b = 3 cm.Duz
CE je visina trapeza pa je AEBC pravougli i jednak polovini jednakostraniénog
trougla ¢ija je stranica 6 cm. Dakle, uglovi na duzoj osnovici a su 60°, a na kra¢oj
b su 120°.

891. Datu jednacinu mozemo transformisati na slijedeci nacin:
x2+2x+1+y2-6y+9=0, odnosno (x+1)2+(y-3)2=0. Iz ove jednacine dobijamo rje-
Senja: x=-11iy=3, pa je: (-1)2015+(3-2)2015=-1+1=0.
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892. Neka je x broj godina kéerke. Tada, prema uslovima zadatka, dobijamo jed-
nadinu 26+x+x+8=60, ¢ije rjeSenje je x=13. Dakle, kéerka ima 13 godina. Kako
se kéerka rodila 5 godina prije sina to zna¢i da je majka rodila sina u 31. godini.

893. Nejednagina je ekvivalentna sa nejednaginom ,/(2x — 1)2 < 3 — x, 0dnosno
nejednacinom |2x — 1] < 3 — x. Rjesimo ovu nejednaginu:

a) Za x > ; data nejednacina je oblika 2x — 1 < 3 — x, skup rjeenjaje x < 3, paje,
zbog x > -, skup rjesenja x € [2,3). Slitno, za x <, vazi —2x +1 < 3 —x, ¢iji je
skup rjiesenja x > —2, pa je zbog, x < 1, X € ( 4) Dakle, rjesenje nejednacine

Vax2 —4x + 1 <3—xJe|ntervaIxe

D b
’ /
H
V m \
A a E
SI. 318 SI 319

894. Mnozenjem datog izraza sa 2 dobijamo 24=2+22+23+24+...+22015+22016 pg
je 24-A4=2201_1 tj. 4=2%016-1, Kako je 2016 djeljiv sa 4, a broj 2 stepenovan sa
4 se zavrsava cifrom 6, pa se i broj 22016 zavrsava cifrom 6 i nakon oduzimanja
broja 1 dobijamo da se broj A=1+2+22+23+...+22014422015 zavriava cifrom 5

895. Zapremina kocke je V=13-13-13=2197 dm3 . Kako kocka sira ima 2015
crva to na osnovu Dirihleovog principa postoji bar jedna kocka sira zapremine 1
dm3 unutar koje se ne nalazi nijedan crv.

896. Kako je AB||CD, sl. 319, trouglovi ABE i EKD su sli¢ni pa je AE : EK = BE :
DE (1). Takode, trouglovi BEF i EDA su sliéni, jer je AD||BF, pa je EF : AE = BE :
DE (2). 1z proporcija (1) i (2) slijedi AE : EK = EF : AE, odnosno AE2=EK-EF, pa je
AE = VEF -EK.

897. Vazi (p-1)-(p+q)=2-165. Kako su brojevi p i q ili oba parna ili oba neparna
ili jedan paran, a jedan neparan. U svakom od ovih slu¢ajeva zbir i razlika tih bro-
jeva je iste parnosti $to znaci da su brojevi p-q i p+q ili oba parna ili oba neparna.
Kako je njihov proizvod 330 paran broj, to znac¢i da moraju biti oba parna. Ali,
ako su oba parna, onda je njihov proizvod djeljiv sa 4, a 330 nije djeljiv sa 4.
Dakle, takvi brojevi ne postoje.

898. Ako je broj djeljivisa9isa 1l onda je on djeljiv i sa 99. Razlika dva broja
je djeljiva sa 99 ako ti brojevi pri djeljenju sa 99 imaju iste ostatke. Pri djeljenju
sa 99 mogu se dobiti ostaci 0, 1, 2, 3, .. ,97, 98. Znaci da sve brojeve po ovom
osnovu mozemo razvrstati u 99 klasa. Kako imamo 100 brojeva, a 99 klasa, to
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po Dirihleovom principu, postoje 2 broja u istoj klasi tj. dva broja koji pri djeljenju
sa 99 daju iste ostatke, tj. da im je razlika djeljiva sa 99.

899. Povriina trapeza je P == h, pa prema uslovu zadatka je h? = “X>-p, a

odavde dobijamo da je a+ b = 2h. lzaberimo na produzetku duzi AB tacku
F takvu da je BF = CD = b, sl. 320. Tada je Cetvorougao BFCD paralelogram, pa
je BD = FCi AF = a + b. Dijagonale jednakokrakog trapeza su jednake, pa je A
AFS jednakokraki i podnoZje E visine SE je sredina duzi AF. Kako je a+b=2h=AF,
to je AE = SE = h. Kako je A AES pravougli i jednakokraki slijedi da je SAE=459,
pa je i ¥AFS=4509. Odavde slijedi da je «ASF=900°. Kako je BD||FC, slijedi da se
dijagonale sijeku pod uglom od 90°.

D b ¢

A E B b
SI. 320

900. 2012-2013-2014-2015+1=(2014-2)-(2014-1)-2014-(2014+1)+1=
=(20142-2014-2)-(20142-2014)+1. Uvedimo oznaku 20142-2014=a, pa je:
2012-2013-2014-2015+1=(a-2)-a+1=a2-2a+1=(a-1);
2012-2013-2014-2015+1=(20142-2015)z2.

901. a) Kako je: Sp=ai+az +as +..+an1+0an | Sy=An+an-1+dn2+...+az+ax, t0 sabira-
njem ovih jednakosti dobijamo:

25=(a1+an)+(az+an1)+(as +an-2)+..+(an-1+az)+(an+ai).

Svi sabirci u zagradama su jednaki ai+a,, a ima ih n, pa je 2Sn=n-(ai+an), 0dnos-
oS, =2 (a; +ay), 4. Sy = 2+ (a1 + (n = 1)d).

b) Razlika kvadrata dva uzastopna prirodna broja n i n-1 jednaka je 2n-1. U ovom
slu¢aju imamo 1007 parova takvih brojeva: 20152-20142, 20132-20122,..., 52-
42, 32-22jo§ broj 1. Tako smo dobili niz od 1008 brojeva, (svaka dva ,,sabirka*
daju jedan ¢lan niza) sa osobinom da je: prvi ¢lan a1=1, drugi a,=32-22=5, treci
a3=52-42=9,..., hiljadu i osmi a100s=20152-20142=4029. Kod ovog niza je a;=1
i d=an-an-1=((n+3)2-(n+2)2-((n+1)2-n2)=4, pa koriste¢i formule pod a) vazi:
20152-20142+20132-20122+...+52-42432-224+1=1+5+9+..+4029=

@- (1 + 4029) = 2 031 120.

902. Ako je x cijena jednog metra platna prije sniZenja, tada se za 26 KM moglo
kupiti 22 metara platna. Poslije sniZenja cijena je - ==X, pa se za 24 KM moglo

Kupiti 24: 2.x :3—: metara platna. Prema uslovu zadatka je > —22 =1, pa je x=4.

Cijena prije sniZenja je iznosila 4 KM, a poslije snizenja od 20% cijena je 3,2 KM
po metru.
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903. Nacrtajmo pravu paralelnu sa AM koja sadrzi taéku B i neka je presjek ove
prave sa pravom CC; ta¢ka Cz, sl. 321. Tada je AAC1S = ABCiC; (stav USU), pa
je C2C1=C1S. Na osnovu Talesove vazi CM : MB = CS : 25C;. Odosno, CS : 25C, =
2015:2014, ato znaci da je CS: SC1 =2015:1007.

C

M

G

G
sl. 321

904. Neka je x broj kocki ivice 1 cm, y broj kocki ivice 2 cm i z broj kocki ivice
3 cm. Tada imamo sistem jednacina x+8y+27=133 i x+y+z=2015. Oduzimajuéi
drugu jednacinu od prve dobijamo 7y+26z=182

a) Iz ove jednacine slijedi da je 0 < z < 7. Provjerom dolazimo do rje$enja z=7 i
y=0ili y=26 i z=0. Ne mozZe se izvrsiti takva podjela.

905. Oznacimo, redom, sa h, hy i hy visine trouglova ABN, AMD i MBC, sl. 322.
Visina h je srednja linija trapeza ¢ije su osnovice h1 i hz, pa je hi+h2=2h. Neka je
AB=a. Tada je: Puup +Pusc =3 AM-hy+5-MB-hy =7 a-h +5-a-h, =%
(hy + hy) = % - 2h = P,py. Dakle, Paup+Pupc=Pasyn. Ako ovim jednakim povr$ina-
ma oduzmemo zajedniCke dijelove (trouglove AMR i MVQ) preostali dijelovi

takode imaju jednake povrSine, pa je Papp+Prco=Punpo.

906. Dati broj je djeljiv sa 3 jer mu je zbir cifara jednak 2015-(1+2)=
2015-3=6045, a on je djeljiv sa 3.Kako broj 6045 nije djeljiv sa 9 slijedi da ni
dati broj nije djeljiv sa 9. Kako je dati broj djeljiv sa 3, a nije djeljiv sa 9 to znaci
da on nije kvadrat nekog prirodnog broja.

D

Sl. 322

907. a) Da bi bile sigurno izvuéene tri kuglice iste boje moramo izvuci najmanje
7 kuglica jer ako su medu izvuc¢enim po dvije kuglice istih boja onda izvlacenjem
slijedece kuglice nastaje siguran dogadaj, tj. dobijamo tri kuglice iste boje.

b) Da bi medu izvu¢enim kuglicama bile sigurno tri kuglice razli¢itih boja mora-
mo izvudi sve kuglice kojih ima najvise, a to su bijele, zatim sve kuglice kojih je
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ostalo najvise, a to su plave, a zatim izvlacenjem jo$ jedne kuglice dolazimo do
sigurnog dogadaja, $to znaci da moramo izvuéi 4030 kuglica.

908. Kako su svi ucenici imali razli¢it broj tacnih odgovora, najmanji mogucéi broj
ta¢nih odgovora, ukupno, je 0+1+---+19=190. Posto je na svako pitanje
odgovoreno najvise 3 puta, broj pitanja je sigurno veéi od 190/3>63.

909. ,,Niz* cifara 2015 pojavljuje se 13 puta kao dio sljedecih brojeva: 2015,
12015, 22015 20150, 20151,..., 20159. ,,Niz*“ cifara 2015 mozZe se pojaviti i
kao kraj jednog broja i pocetak sljedeceg. Imamo sljede¢e mogucnosti:

1) 2|015; ne moze se pojaviti, jer nijedan prirodan broj ne poc¢inje nulom.

2) 20|15; pojavljuje se 11 puta: 1520|1521 i 15020|15021, 15120|15121,...,
15920|15921.

3) 201|5; pojavljuje se jednom: 5201]|5202.

Ocigledno, broj 2015 se ne moZe pojaviti kao kombinacija tri uzastopna broja.
Dakle, cifre 2,0,1,5 se pojavljuju uzastopno ukupno 25 puta.

910. <AEB = <ACB =y, <BEC = 4BAC = « , pe-
riferijski uglovi nad istim lukom, sl. 323. Iz istog
razloga je «EAC = <EBC = /2, X<ECA = XEBA =
B/2. Tada je <ECA = <EAC, odakle je EA =EC.
Kako je <«ADE spoljasnji ugao AADB vazi
IADE=(a+f)/2. Takode, XEAD=XEAC+<DAC=
(x+B)/2, pa je EA=ED, tj. EA = EC=ED, $to znaci
da je tacka E centar opisanog kruga trougla ACD.

SI. 323

911. Transformacijom dobijamo da je: p+q=2(p-q)2. Razmotri¢emo tri slucaja:
1) p=5.

Jasno je da p i q daju ostatke 1 ili 2 pri deljenju sa 3. Ako daju iste ostatke, onda
je p—q djeljiv sa 3, a p+q nije. Ako daju razlicite ostatke, tada je p+q je djeljiv sa
3, a p—q nije, pa ni u jednom od ova dva slucaja nemamo rjesenja.

2) p=3.

Jasno je da zbog uslova p<q, mora biti g=5. Dobijamo jednaé¢inu 2q2-13¢q+15=0,
¢ije je jedno rjeSenje q=5, dok za g>5, vazi 2q2-13q+15=q(2q-13)+1527-1+15
=22>0, pa jednacina nema rjeSenja.

3) p=2

Zhog p<q, slijedi da je g neparan. Medutim, na lijevoj strani imamo neparan broj,
a na desnoj paran, pa u ovom slu¢aju nemamo rjesenja.

Dakle, jedino rjesenje: p=3, q=5.

912. 1z a + = ¢+~ slijedi c = M odakle je a?b + a — b = abc (1). Primje-
timo da, zbog uslova zadatka, a b, c¢0 Iljeva strana u pOS|ednj0J jednakosti je ra-

zli¢ita od nule. IZa+—=c+ Slljedla—b ———; a—b =——— odakle dobi-

jamo da je a®h +a—b = — i _ g 2.1z(1)i(2) sluedl daje S -abc.
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913. Ocigledno, razdaljina izmedu ovih mjesta u kilometrima ne moze biti jed-
nocifren broj. Takode, razdaljina u kilometrima ne moze biti broj sa tri ili vise
cifara, jer bi u tom slucaju postojala tabla sa zbirom cifara ve¢im od 13. Slijedi da
je razdaljina izmedu ovih mjesta izrazena dvocifrenim brojem kilometara. Na
rastojanju 9 kilometara od mjesta A, sa jedne strane table je broj 9, a sa druge stra-
ne broj koji nema vise od dve cifre i ¢iji je zbir cifara 4 Stoga, moguénosti za broj
sa druge strane table su brojevi: 4, 13, 22, 31 1 40. Provjerom utvrdujemo da jedino
40 zadovoljava uslove zadatka, pa je razdaljina izmedu ovih mjesta 49 kilometara.

914. Transformacijom dobijamo da je (mn—6)?2+ (m—2)2+ (n—3)?=5.
Odavde slijedi da su brojevi (mn — 6))?2, (m — 2)?%, (n — 3)? jednaki brojevima 0, 1
i 4 u nekom redoslijedu. Provjerom dobijamo da je: m=2, n=4 i m=2, n=2.

915. Sl. 324. Kako je «EPC = «PEB + «PBE = 1/24A + 1/24B = 90°-1/2«(C =
90°-«ICP, slijedi CILDE. Kako je CI visina i simetrala u AMCP, imamo da je
CM=CP (1). (Sa druge strane, <CID=<IAC+<xACI=1/2%A+1/2«C=<ICD, pa je
DC=DI, tj. AIDC je jednakokraki, sa vrhom u tac¢ki D. Iz podudarnosti trouglova
IDP i CDP i trouglova MID i MCD, slijedi PC=PI i MI=MC (2). 1z (1) i (2) slijedi
CM=MI=IP=PC, pa je IPCM romb.

916. Kako je «AOB=40°, «AO0L = 60°, slijedi da je AALO jednakostranican, sl.
325. Kako je tacka N srediSte duzi OL, to je XANO=90° i «OAN= 30°. Kako je
LAMO0=90° i <AN0O=90°, slijedi da je etverougao AMNO tetivni, pa je <OMN=
<0AN=30°.

L

SI. 324 Sl. 325

917. Na osnovu nejednakosti izmedu geometrijske i aritmeticke sredine vazi :

ab ab 1( a b
= <-|— 4 —
\/ab+c(a+b+c) J(u+c)(b+c) -2 (u+c + b+c) (1)
bc bc 1( b c
= <Z|f— 4+ —
\/bc+a(a+b+c) \/(b+a)(c+a) -2 (b+a + c+a) 2)
ca _[_ca _1(c a
Jca+b(a+b+c) J(c+b)(a+b) —2 (c+b + a+b) (3)

Sabirajuéi (1), (2) i (3) dobijamo: J ab J be 4 J ca

ab+c(a+b+c) bc+a(a+b+c) ca+b(a+b+c)
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51(L+L)+1(L+L)+1(L+L):1(L+L)+1(L+L)
2 \a+c b+c 2 \b+a ct+a/ 2 \c+b a+b 2 \a+c a+c 2 \b+c b+c
i+ ) =ta+1+n =2
2\a+b  a+b 2 2

918. Kako je105=3-5-7=1-3-5-7 to su cifre koje ucestvuju u formiranju trazenih
brojeva 1, 3, 5, i 7. Brojevi manji od 3000 pocinju cifrom 1 pa su trazeni brojevi:
1257;1375; 153; 1735; i 1753.

919. Tzuzimajuci Petra u razredu ostaje 31 uéenik. Ove ucenike podijelimo u gru-
pe po broju gresaka koje su napravili. Takvih grupa ima 10. Kako je 31:10=3 i
ostatak 1, to znaci da u jednoj grupi ima moraju biti etiri ucenika.

920. Za p=2 imamo da je 22+7=11, a to je prost broj. Za p>2 svi prosti brojevi su
neparni pa je p>+7 paran broj koji ima vrijednost veéu od 2, a to znaci da je sloZen
broj. Znaci p=2 je jedini prost za koji je p>+7 prost broj.

921. Broj je djeljiv sa 15 ako je djeljivi sa 3isa5. Da bi broj bio djeljiv sa 3 mora
mu zbir cifara biti djeljiv sa 3. Od 4 cifre mogu se formirati 4 podskupa po 3 cifre
pomocu kojih se pisu trocifreni brojevi, a to su {1,3,5}, {1,3,0}, {1,5,0} i {3,5,0}.
Kako je zbir cifara u prvom i tre¢em podskupu djeljiv sa 3 to znaci da za
formiranje trazenih trocifrenih brojeva u obzir dolaze cifre iz skupova {1,3,5} i
{1,5,0}. Da bi broje bio djeljiv sa 5 mora se zavrSavati cifrom 0 ili 5. Zbog toga
se pomocu cifara skupa {1,3,5} mogu formirati brojevi 135 i 315 Kkoji su djeljivi
sa 15, a pomocu cifara skupa {1,5,0} brojevi 150, 105 i 510. TraZeni brojevi su:
135, 315, 150, 105§ 510.

922. Posmatrajmo sl. 326. Ozna¢imo sa x ugao izmedu simetrala unutra$njeg
ugla 8 i spoljasnjeg ugla y; trougla ABC. Uogimo trouglove ABD i EDC. U

AABD je zbir unutrasnjih uglova o + % + <ADB = 180°, a u AEDC je zbir

uglova x + % + +<«EDC = 180°. Iz ovih jednakosti dobijamo o« + g + %ADB =

x+ "2—1 + <EDC. Uglovi <ADB i <EDC su unakrsni, tj. «ADB = <EDC. Dalje,
kako je y, spoljasnji ugao unutra$njeg ugla y = <ACB, to vazi
Y1 =a+pB, Yz—l = # Zamjenjujuci gore navedeno u jednakost o + g + %ADB =

B

x + X+ <EDC dobijamo da je o« + > =

a B - _a
x+;+;, pa]ex—z.
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923. Kako je 540=22-33.5, to uslovima zadatka slijedi da je n=2-52=50 . Tada je
m3=22.33.5.2.52=23.33.53=(2-35-)3=303, a odavde slijedi da je m=30. TraZeni
brojevi su m=30 i n=50.

924. Broj je djeljiv sa 12 ako je djeljiv sa 3 i sa 4. Da bi broj bio djeljiv sa 3 mora
mu zbir cifara biti djeljiv sa 3. Od 5 cifara moze se formirati 5 podskupova od po
4 cifre, a to su {1,2,3,5}, {1,2,3,8}, {1,2,5,8}, {1,3,5,8} i {2,3,5,8}. Zbir cifara je
djeljiv sa 3 samo kod podskupa {2,3,5,8} Da bi trazeni Cetverocifreni brojevi bili
djeljivi sa 4 moraju im dvocifreni zavrSeci biti djeljivi sa 4. Dakle, trazeni Cetvero-
cifreni brojevi se moraju zavrSavati sa 28, 32 i 52. Ako se zavr$avaju sa 28 onda
su to brojevi 3528 i 5328, ako zavr$avaju sa 32, onda su to brojevi 5832 i 8532
i ako zavrSavaju sa 52, onda su to brojevi 3852 i 8352. TraZeni brojevi su: 3528,
5328, 5832, 8532, 3852 8352.

925. Svaki od ovih 100 sabiraka je manji od % i vazi

N R ) Takode, svaki od ovih 100 sabiraka je
51 52 53 150 7 50 L 100 2
Vec1odapava21a+§+£+---+E>E=§, §to je i trebalo

dokazati.

926. Konstruis§imo dijagonalu BD ¢etverougla ABCD i uo¢imo trouglove ABD i
MBD, sl. 327. Oni imaju jednake visine koje odgovaraju stranicama AB i MB.
Kako je AB=2AM to je povrSina A ABD dva puta veca od povr§ine A MBD. Sli¢-
no dokazujemo da je povrSina A BCD dva puta veca od povrsine ABPD. Dalje
Slljedl Pagcp : Pupgp = 2 : 1.

927. Neka su x i y trazeni brojevi i neka je x<y . Tada je, prema uslovima zadatka,
x+y=20161ix:y=3,5:17,5,0dnosno x:y =5 : 1. RjeSavanjem sistema jednacina
x+y=20161ix:y=>5:1dobijamox=336iy=1680.

928. Neka je A=303404 j B=404303 tada vazi

A _ 303%0% _ (3034)"** _ (101%3%4)*"* _ (101%81)""* _ (101-81)101 >1. Dakle, 4 > B.

B 404303  (4043)101 ~ (1013.43)101 _ (1013-64)101 64101
C
P
D
A M B
Sl. 327

929. Ucenik je osvojio 38 bodova. Da je rijesio 2 zadatka vise onda bi mu se broj
bodova povecao za 16; 8 za dva tacno rijeSena zadatak i 6 bodova za ta dva
zadatka koji su mu oduzeti, jer ih nije rijeSio. Neka je x broj zadataka na
pismenom. Tada je, prema uslovima zadatka, 4-80%-x-3-20%-x=52, tj. 4-0,8-x-
3.0,2-x=52. Rjesenje ove jednacine je x=20. Neka je y broj tacno rijeSenih zada-
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taka. Tada je, prema uslovima zadatka, 4-y-3-(20-y)=38. Odavde slijedi y=14.
Dakle ucenik je, od 20 zadataka, tacno rijesio 14 zadataka, $to iznosi 70%.

930. Za p=2 izraz 22016+2015-2 je paran broj veci od 2, pa je prema tome i sloZen
broj. Za sve ostale proste brojeve sabirci izraza p2016+2015-p su neparni brojevi
pa im je zbir paran broj veéi od 2. Dakle, ako je p prost broj, onda je p2016+2015-p
slozen broj.

931. Kako je vxZ —12x + 9 < x & /(2x —3)2 <x & |2x — 3| < x, 10 je 2x-3<x
zax >2i-(2x-3)<3 zax <. a) Zax > > dobijamo x<3, pa xe[>, 3)

b) Za x < % iz nejednacine —(2x-3)<3 dobijamo x>1, pa je rjeSenje xe(l,%].
Dakle, rjeSenje nejednadine VxZ — 12x + 9 < x je xe(l,;] U [%, 3), tj. xe(1,3)

932. Neka su a, b i c stranice kvadra i neka je, prema uslovima zadatka, a-b=15
cm? i a-c=24 cm2. Kako je povrsina kvadra P=2-(a-b+a-c+b-c), P=98 cmz,
ab=15cm? ia-c=24 cm? dobijamo da je b-c=10 cm2. Zapremina kvadra je

V= a-b-c pa mnoze¢i jednakosti a-b=15, a-c=24 i b-c=10 dobijamo
V2=(a-b-c)2=3600; V= a-b-c=60 cm3.

933. Iz uslova zadatka je: a-103+b-102+c-10+1=3-(2-103+a-102+b-10+c).

Kako se broj 3c zavrSava jedinicom, to je c¢=7. Dalje je, 1000a+100b +71=
6000+300a+ (3b+2)-10+1. Kako je b cifra (0 < b <9), bi¢e 2<3b+2<29. Broj
3b+2 se zavrSava cifrom 7, pa je 3b+2€{7, 17, 27}. Moguce je samo za b=5. Sada
je 1000a+571= 6000+(3a+1)-100+71. Kako je i a cifra, bice 1<3a+1<28 i
3a+1 se zavrSava cifrom 5, te je 3a+1=25, 1j. a=8. TraZeni broj je 857.

934. Poredajmo ¢lanove skupa A u rastuéem nizu A={1, 4, 5, 6, 7,9 ,10}. Broj 1
se ne moZe nalaziti na tabli, 4 ¢e se nalaziti na tabli samo ako se nade u podskupu
sa brojem 1, broj 5 ¢e se nalaziti napisan na tabli samo ako je ¢lan podskupa sa 1
ili 4, itd. Znaci da ¢e se svaki broj nalaziti na tabli onoliko puta koliko od njega
ima manjih brojeva u skupu A. To znaéi da e traZeni zbir biti:
S=0-1+1-4+2-5+3-6+4-7+5-9+6:10=4+10+18+28+45+60=165.

C

Sl. 328

935. Posmatrajmo trouglove ABP i PBA1, sl. 328: «ABP=«PBA1, *APB=4BPA:
=900. Na osnovu stava USU vazi AABP = APBA,, pa je AB=A1B, tj. 2AB=BC.
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Sada zakljuujemo da su mjerni brojevi stranica AABC: 1, 2 i 3 ili 2, 3 i 4. Kako
je 1+2=3 ovi brojevi ne mogu biti mjerni brojevi stranica trougla tako da je AB=2,
BC=4iAC=3.

936. Napisimo 4 u obliku 4 = 2222 = %_Zm 2+ 5. Kako -~ mora

biti cio broj, dobijamo da 13-p e{ 2,-1,1,2}, pa pe{11, 12 14 15}, ajedmo rje-
Senje je p=11. Trazena cjelobrojna vrijednost, za p=11, iznosi A=-1.

937. Zbir 1+2+3+..+2016=1008-2017 je paran broj, a zbir 3+..+2016=
1008-2017-3 je neparan broj. Uvecanjem bilo koja dva broja za po jedan pocetni
zbir brojeva 3+4+..+2016=1008-2017-3 ostaje neparan broj. Ako bi u jednom
trenutku svi brojevi bili jednaki njihov zbir bi bio paran broj, jer u zbiru
3+..+2016 ima 2014 brojeva pa bi zbir jedankih brojeva bio 2014-A, gdje su sa
A oznadeni ti isti brojevi. Medutim, ako dva broja u zbiru promijene par-nost, zbir
ne mijenja parnost, $to znaci da zbir polaznih brojeva uvijek mora biti neparan, a
to znaci da zbir ovih polaznih brojeva uvijek mora biti neparan, a to znaciu da je
odgovor negativan.

938. Oznac¢imo g:ﬁ =a, x € Q, Odavde je va — av'b = a3 — /2, pa se

kvadriranjem dobija a + a?b — 2av/ab = 30® — 2 — 2av/6, tj. Vab = g + V6, gdje
B € Q. Nakon jo§ jednog kvadriranja dobijamo ab = 52 + 6 + 256, pa je
B =01iab=6.Uslov ab = 6 daje ove mogucnosti:

A g _ Vz#1
1) Zaa=1lib=6jea= r+$eQ
S 7z G
2)Zaa=2ib=3jea J_:\/_ Teq;
Y ECE _V2+V3
3)Zaa=3ib=2jea =G -1€0
4)Zaa=6ib=6jea= % =2 ¢ Q. Dakle, traZeni brojevi su a=3, b=2 .

939. Iz jednakosti (x+y+z)2=x2+y2+z2+2xy+2yz+22zx=8+2-4=16, dobijamo da je
|x+y+z|=4. Dokazimo da su brojevi x, y i z istog znaka, odakle slijedi da je
|x|+y|+|z|=4. Kako je 0=8-2-4=x2+y2+z2-2(xy+yz+zx)=(x+y-z)2-4xy, 10 je
xy20. Sli¢no dobijamo yz=0 i zx=0. Kako je xy=0, yz=0 i zx=0 zakljuujemo da
su brojevi x, y i z istog znaka (nulu mozemo smatrati brojem sa proizvoljnim zna-
kom), pa je |x|+|y|+|z|=4.

940. Kako je n5-5n3+4n=(n-2)(n-1)n(n+1)(n+2). Od pet uzastopnih prirodnih
brojeva bar je jedan djeljiv sa 5, bar jedan sa 4, bar jedan sa 3 i bar jedan sa 2 §to
znaci da je njihov proizvod djeljiv sa proizvodom 5-4-3-2=120.

941. Ako Aleksa pocinje igru onda Boris ima pobjedni¢ku startegiju koja se sastoji
u tome da ako je Aleksa izbrojao tri broja, onda Boris broji dva broja. Ako je
Aleksa izbrojao cetiri broja, onda Boris broji jedan broj, tj. poslije Borisovog
brojanja broj do kojeg se stiglo mora biti djeljiv sa 5. U jednom trenutku broj
poslije Borisovog brojanja ¢e biti 2015 (djeljiv sa 5) Aleksa ¢e morati re¢i broj
2016 i izgubiti igru.
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942. Neka je S sredina dijagonale AC, sl. 329. Tada je MS srednja linija A ABC, a
SN je srednja linija A ACD. Tada je BC =2-MS i AD =2 - SN. Sabiranjem ovih
jednakosti dobijamo BC + AD = 2 - MS + 2SN = 2 (MS + SN). Kako je MS + SN >
MN dobija se AD + BC = 2-MN. Ako je AD + BC = 2-MN, onda su tatke M, S,
N kolinearne. To znaci da je AD||MN||BC, a onda je MN srednja linija trapeza.

YA ‘
B D~—_-——"¢C

SI. 329 SI. 330

943. Neka je F srediste duzi AE, sl. 330. Tada je BE = EF = FA. Kako je i BD =
DC, prave ED i FC su paralelne, pa na osnovu Talesove teoreme CF polovi AD. Oz-
na¢imo sa M srediste AD. 1z uslova zadatka je «BCF = «<BDE = <ADC, pa dobi-
jamo daje A McDjednakokraki, tj. MC=MD=MA. Dakle C je na polukrugu nad prec-
nikom AD, tj. *ACB=<ACD=90°.

944. Ostaci pri dijeljenju sa 7 brojeva 27 su 1, 2 ili 4. Ostaci pri dijeljenju sa 7
brojeva n2 su 0, 1, 2 ili 4. Dakle, broj 2n+n2 ne moze biti djeljiv sa 7.

945. Na osnovu nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine vazi:

oy P | . 4 b Kako za a>1 odnosno b>lvazi: (a-
b-1  a-1_ b1 a1 Vb=1 Va-1' :
2)2=>0a2>4(a-1)e Va2 2 \J4(a—1) @ a=2vVa—1 @Fz 2;
(b-22200b?24b-1) Vil Jab-1)eob>2Vh-1 & 2>2;

=

b2 a e e .
to Slljedl—+—> 2 /b_l —=2" a_l-ﬁ_z-z-z = 8, §to je i trebalo
dokazati.

946. U dati krug nacrtajmo kvadrat stranice 1 cm (to je moguée, jer duzina stra-
nice kvadrata upisanog u krug je V2 cm, pa sigurno postoji kvadrat stranice 1 cm
koji je sadrzan u njemu). Podijelimo dati kvadrat, kao $ahovsku plo¢u, na n2
manjih kvadratic¢a stranice % cm 1 u svaki taj kvadrati¢ upiSimo krug. Svi polu-
preénici tih upisanih krugova su i cm, a kako ih ukupno ima n? , zbir njihovih
polupreénika je n? - i cm 23 cm. Zan=2-2016=4032 potreban zbir duZina.

947. Izrazimo x2 +1=y2+2016 kao (x -y)(x+y)=2015. Kako su x i y prirodni
brojevi za koje vazi x2 +1=y2+2016 to zakljucujemo da je x>y, pa je x-y<x+y.
Kako je 2015=5-13-31, to ga moZemo napisati u obliku sljedeéih proizvoda dva
broja:
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1) 2015=1-2015; 2) 2015=5:403; 3) 2015=13-155; 4)2015=31-65,
pa vazi:

1) (x-y)(x+y)=1-2015, tj. x=1008 i y=1007;

2) (x-y)(x+y) =5-403 tj. x=204 i y=199;

3) (x-y)(x+y)=13-155, tj. x=84 i y=71;

4) (x-y)(x+y)=31-65, tj. x=48 i y=17.
948. 1z uslova zadatka je a? = (a + b — ¢)? = (a — ¢)(a + 2b — ¢),
b2=(a+b-c)2-a?=(b-c)(2a+b-c). Uvrstavajuéi ove jednakosti u jednakost koju

treba dokazati dobijamo a?+(a-c)? _ (a—c)(a+2b—c)+(a—c)? _ 2(a-9)(a+b=c) _ a—c
b2+(b-c)2  (b-c)(2a+b—c)+(b—c)2  2(b—c)(a+b-c)  b-c

949. Neka je x duZina odsjeenog dijela
stranice kvadrata, sl. 331. Tada je stranica

pravilnog osmougla xv2, pa iz jednakosti
x+xV2+x=a je x= a(%ﬁ) Posmat-
rajmo odsjecenu piramidu kod tjemena B; .
Ako za osnovu uzmemo pravougli AMNB;
¢ije su katete BiM=B1N=x, onda je visina
te piramide BiP=x. Zapremina piramide
MNBP je V=2 2. x=1.43 1.4,
3 2 6 6 8

(2- \/f)3 = 5 (10 — 7v/2). TraZena zap-

3 3
remina nastalog poliedra je V = a® — 8V; = a® — %+ (10 - 7v2) = 7% W2-1).

950. 1z BX=CX slijedi «XCB=<XBC, tj. ¥ACB=<(QBC, sl. 332. Kako je <AQB=
2 ACB (periferijski ugao nad lukom AB) to vazi «AQB=<QBC pa je QAIICB. Kako
je APL BConda je i APL AQ, tj. ¥PAQ=900, te je PQ pre¢nik kruga K.

SI. 332

951. Vazi a*+41-7a2-10a>0=a*-8a2+16+a?-10a+25>0<(a2-4)2+(a-5)2>0,
te je (a2-4)2=0 i (a-5)?=0 dokazac¢emo da zbir ovih izraza ne mozZe biti jednak
nuli. Ako je (a2-4)2=0 i (a-5)2=0, onda je a=%2 i a=5, pa je a*+41>7a2+10a
ta¢na nejednakost.

952. Pobjednicka strategiju ima Bojan tako $to u jednom krugu oba takmicara za-
jedno uzmu 4 Zetona, tj. ako Aleksandar uzme 1 Zeton, Bojan uzima 3, ako Alek-
sandar uzme 2 Zetonai Bojan uzima 2 Zetona, i ako Aleksandar uzme 3 Zetona
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Bojan uzima 1 Zeton. Kako je broj 2016= 4:504, tj. 2016 je djeljiv sa 4, i u
jednom trenutku ¢e na gomili ostati 4 Zetona pri ¢emu ¢e na potezu biti
Aleksandar, a kako on mora uzeti bar jedan Zeton i ne moZe uzeti sve to Ce
posljednji Zeton uzeti Bojan i tako pobijediti.

953. Iz pravouglog ABCE (sl. 333) nalazimo da je h = 4v/3 cm. Iz pravouglog A
AEC nalazimo da je AC = 8 cm. Trouglovi ABO i CDO su sliéni, pa je x:y = 5:3.
Kako je x +y = 8 nalazimo da je x = 5 ct i y = 3 cr. Visinu piramide odredujemo
iz pravouglog A A0S i dobijamo da je H = 5v3 cm. Zapremina piramide:
V=2-B-H=2.22p. g v =2.22.4y3.5/3 =80 cm?.

3 3 2 3 2
954. Neka je a = xy, tada, prema uslovima zadatka vazi: 10x+y=x3+y3, odnosno
x-(10-x2)=y-(y-1). Vrijednost izraza y-(y-1) je paran broj, pa to mora biti i broj
x. Broj x mora biti manji od 4 da bi (10-x2) bio pozitivan, tj. x=2. Uvr§tavanjem
u gornju jednacinu dobijamo y-(y-1)=12, odnosno y=4, pa je 24 traZeni broj.

SI. 333 SI. 334

955. Oznacimo AD = BC = c, sl. 334. Kako je P srediste duzi A0 i Q srediste duzi
oD, to je PQ srednja linija, tj. PD = ATD =§ (1). Kako su trouglovi ABCi
ACD podudarni onda je «CAB = <ABD §to znadi da je A ABO jednakokraki. Kako
je «CAB =600 to je AABO jednakostranian. Sli¢no je i A COD jednako-

strani¢an. Kako je tacka P srediste duZi A0, a A ABO je jednakostrani¢an onda je
BP L A0, §to znadi da je A CPB pravougli sa hipotenuzom BC, a kako je R srediste
hipotenuze to je CR=RB=RP=" (2). Kako je tatka Q srediste duzi DO, a A CDO je
jednakostrani¢an to je CQ L DO, §to znadi da je ACQB pravougli sa hipotenuzom
BC, a kako je R srediste hipotenuze to je CR=RB=RQ=§ (3) 1z (1), (2) i (3) slijedi
da je APQR jednakostranican.

956. Koristimo odnos izmedu aritmeti¢ke i geometrijske sredine:

- (4a+1)+1, N (4b+1)+1, : (4c+1)+1
Jla+1) 1< — Jé@b+1)-1< — JW@c+1)-1< — Dakle,
vazi \J(4a+1) <2a+1; /(@b +1) < 2b+1; J(4c + 1) < 2c¢ + 1. Sabiranjem

ovih nejednakosti slijedi v4a+1++vV4b+1++V4c+1<2(a+b+c)+3=5.
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957. a) Moguce je. Ako goste rasporedimo tako da sjede dva muskarca pa dvije
zene 1 tako redom do kraja, a to je moguce jer imamo 2016 muskaraca i isto toli-
ko Zena. T ovi brojevi su djeljivi sa 2. Ovakim rasporedom uvijek je muskarac
,-okruzen“ jednom Zenom i jednim muskarcem, a isto tako je i svaka zena ,,okruze-
na‘“ jednom zenom i jednim muskarcem.

b) Nije moguée. Ako goste rasporedimo kao u sluéaju pod a) onda uvijek moraju
biti 2 muskarca, jedan do drugog, ,,okruzeni* sa dvije Zene. Za ovakav raspored
potrebno je paran broj muskaraca, a kako je njih 2017, znaci da ée na ,,kraju* ras-
poredivanja 1 muskarac biti ,,okruzen sa dvije Zene.

958. Broj 9 -9 = 81 zavr$ava se cifrom 1, a broj 9-9-9-9 cifrom 1, itd. Dakle,
svi proizvodi sa neparnim brojem devetki zavr$avaju se cifrom 9, a sa parnim
brojem devetki cifrom 1. To zna¢i da se trazeni broj zavrSava cifrom 9.

959. Kako je 2b + 2 paran broj, to slijedi da su a i ¢ neparni. To znaci da je b paran
broj. Kako je a+1=2b+2=3c+3, to je a>b > c. Za najmanju vrijednost
proizvoda treba izabrati da su a, b i ¢ §to manji prirodni brojevi. Zac =3 jeb =5
i a = 11. Kako je b paran broj, to ne zadovoljava postavljene uslove. Za ¢ = 5, je
b=8ia=17, pajenajmanji proizvoda-b-c=17-8-5 = 680.

960. Posmatrajmo trougao CDE, sl. 335. Kako znamo da je «EDC=75° i
<DCE=30°, to je i «DEC=75°, pa je trougao CDE jednakokraki, tj. vazi CE=CD.
Kako je «DCE=30°, to je «BCE=60° i po$to vazi CE=CD=BC, to je trougao BCE
jednakostrani¢an, pa odatle slijedi da je BE=BC=AB.

D C
750 30°
E
A B
Sl. 335

961. Sve stanovnike podijelimo u 33 klase ( sa 32, 31,..., 2, 1, 0 zuba). Kako je
70 000 : 33 = 2121, a ostatak dijeljenja je 7 , to, na osnovu Dirihleovog principa,
postoji bar 2100 stanovnika koji imaju isti broj zuba.

962. Neka trecem radniku treba x dana da sam uradi posao. Tada, radeci zajedno,

sva tri radnika urade za jedan dan % + i +% posla, a za 7,5 dana cijeli posao, pa
1

je75- (%+E+%) = 1. Odatle slijedi da je x = 90 dana.
963. 1zV2-x — /2y = /18 slijedi da je x — x = 3. Sada je
V3:x y _V3:x 3y 3

3
3 3 3 3 =3 Gm»="3
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964. 1z (a + b)? = a? + 2ab + b? slijedi a®? + b? = (a + b)? —2ab=9— 4 = 5.
Dalje je, (a? + b?)? = a* + 2a?b? + b* = 25, pa odatle slijedi

a*+ b* =25-2a?h* =25-8 =17 paje a* + b* + 2000 = 2017.

965. Visina trapeza je 14 cm. Tacka S je centar kruga opisanog oko trapeza, sl.
336. Ako je SE=m i SF =n,ondaje SF =n=14—m, paje

r?2 = (14 —m)? + 62 = m? + 82, Odavde dobijamo da je m=6cm, pa je r =
10 cm. PovrSina kruga je 100mcm? =~ 314 ¢cm?, a povrSina trapeza je 196 cm?, pa
krug ima priblizno 118 cm? veéu povsinu od trapeza.

966. Kako je ch = ab, 1j. c*h? = a?b?, 10 je h?(a?+b?) = a?b?. Odavde je

R T

h2 a2p? rz2 g2 ' p2

967. Kako je 252=2-2-3-3-7, vidimo da cifre tog trocifrenog broja mogu biti 4, 9
i 7ili 6,617 .Kako su svi trocifreni prosti brojevi neparni, to su rjeSenja neki od
brojeva 479, 497, 749, 947 ili 667. Kako 7|497, 7|749 i 23|667 to su traZeni
prosti brojevi 479 i 947.

968. Neka je Laza ponio x maraka. Tada, prema uslovima zadatka, formiramo
jednacinu % ~x+0,6 + 1+ 14 = x. RjeSavanjem jadnacine dobijamo x = 30 KM.

969. Neka je x += = ¢, onda je (x + i)z =%t 2% + 5 +2 =% Tadaje
fGx) = x+—+2+2015, paje f(t) = (x + i)z +2015 = t2 4+ 2015. Dakle,
F(1) = 2016, £(2) = 2019 i f(x) = x? + 2015.

970. Konstruisemo visinu BD trougla ABC, sl. 337. Kako je «DCB = 30° to je
visina BD = g =2cm,,aduzCD = 2v3 cm. Tada je

AD = (5 — 2v/3)cm, a iz Pitagorine teoreme dobijamo da je AD =

. . 10
V41 —20V3cm. Kakojer =2, tojer = ——— cm
\/_ ) s ) 9+v41-20v3
B !
I
C |
! D
a [ )
1
30° ,/Lﬁ”ﬁ*i B
c b D A £
A
Sl. 337 Sl. 338

971. Trougao ABC, sl. 338 na slici je pravougli, sa hipotenuzom
BC = av/3 cm i katetama AC = a cm, AC = av/2 cm. Trazi se hipotenuzina visina
AD, trougla ABC. Dobijamo je iz jednakosti AC - AB = AD - BC, odnosno iz av/2 -

a =aV3-AD. Dakle, AD = \E cm.
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972. Neka je trazeni broj abcd. . Kako je po uslovu zadatka 4 - abcd = dcba, tada slijedi
da je a < 2 (ako bi bilo a>2, onda je 4-a>10, pa bi se dobio petocifrean broj). Ne moze
biti @ = 1 jer bi se onda broj koji je djeljiv sa 4 zavrsavao neparnom cifrom 1. Dakle a=2.
Tada je d= 8 ili d=9 (zbog mogucéeg prenosenja kod mnozenja). Ne moze biti d=9 jer se
proizvod 4:9=36 ne zavrSava cifrom 2 (jer 2 je zadnja cifra broja dcba ). Dakle d=8.
Kako cifra b ne moze biti ve¢a od 2 (zbog prenosa sa mjesta stotina na mjesto hiljada jer
se tu ve¢ nalazi broj a=2) provjerom zaklju¢ujemo da ni b=0 ni b=2 ne daju rjeSenja. Za
b=1 imamo jednacinu 4 - 21¢8 = 8¢12, odakle dobijamo c=7. Kako je 4-2178=8712, to
znaci da traZeni broj postoji i on je jednak 2178.

973. U mjeSovitim parovima sjedi 4; razreda, pa u Zenskim parovima sjedi %
razreda. Tu % razreda ¢ini 6 djevojcCica koje sjede zajedno, tj. u razredu ima 56 =
30 ucenika. Od tih 30 ucenika u mjeSovitim parovima su 24 ucenika, pa djecaka
ima 12, a djevojcica 18.

974. Trouglovi QPS i PSR su jednakokraki, sl. 339 pa je a = «PQS = «PSQ =
(180° — 12° ):2 = 84° . Budu¢i da je «PQS vanjski ugao trougla PRS,
zakljuéujemo da je: B = «SPR = «SRP = % - 849 = 42°  Konaéno je: «QPR =
ZQPS + <«SPR = 120 + 42° = 540,

SI. 339

975. Prva kosilica za 1 sat pokosi 2-:2 = 1+ ha. Druga kosilica za 1 sat pokosi
12:12=2 ha. Obe kosilice za 1 sat pokose 15 +> =2 ha. Za 3 sata i 36
minuta kosilice ¢e pokositi 3 g 2 1—12 = 7% ha.

976. Imamo da je a-b-b+1=2017, pa je a-b-b =2016. Napisemo li broj
2016 kao proizvod prostih faktora dobi¢emo da je 2016=2.2-2-2-2:3-3-7 .

Buduc¢i da jednakokraki trougao ima (najmanje) dvije stranice jednakih duZzina,
kombinovanjem dobijamo sljedec¢e moguénosti:

b 1 2 3 4 6 12
b 1 2 3 4 6 12
a 2016 504 224 126 56 14

Kako u svakom trouglu zbir duzina svake dvije stranice mora biti ve¢i od duzine
trece stranice, taj uslov zadovoljava samo posljednja kombinacija. Dakle, duzina
osnovice je 14 c¢cm, a duzina krakova 12 cm. Obim tog trougla je 12 cm+12
cm+14 cm=38 cm.
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977. Neka je bilo n ¢lanova matematicke sekcije. Svaki ¢lan poslao je (n — 1)
razglednicu, a svi su poslali n- (n — 1) = 342.
978. Na osnovu podataka dobijamo da je stranica kvadrati¢a V10 cm, a duZina

njegove dijagonale je V10 - V2 c¢m, sl. 340, Prema podacim sa slike ra¢unamo
8\/06\/0 3\/03\/0
=240 cm?; Pypp = = 45 cm?

Prpg = =50 cm?; kvadratlca Pegg = M = 80 cm?; Dakle,
Pepg = PABC (Papg + Ppgg + Popg) = 240 — (45 + 50 +80) = 65 cm?.

povrsine trouglova: Pyg. =
5 x/_O 2410

Sl. 340

979. Ako dvije jabuke teze kao tri kruske, onda 6 jabuka tezi koliko i 9 krusaka.
Sli¢no, iz drugog uslova slijedi da 6 jabuka tezi koliko i 8 pomorandzi. Otuda
zakljucujemo da 9 krusaka tezi koliko i 8 pomorandzi, pa 18 krusaka tezi koliko
i 16 pomorandzi. Medutim, iz tre¢eg uslova slijedi da 18 krusaka kosta koliko i
15 pomorandzi. Dakle, kilogram pomorandi je skuplji nego kilogram krusaka.

980. Takvi Cetvorocifreni brojevi mogu se zapisati sa dve cifre koje se pojavljuju
po dva puta ili sa tri cifre od kojih se jedna pojavljuje dva puta, a ostale dve po
jednom. U prvom slucaju, na tri nac¢ina biramo koje se dve cifre pojavljuju dva
puta u zapisu broja. Neka su to na primer neke cifre a i b. Brojevi zapisani pomo¢u
njih su: aabb, abab, abba, baba, baab, bbaa . Ovakvih brojeva ima 3-6=18.

U drugom slucaju, na tri na¢ina biramo cifru koja se u zapisu broja pojavljuje dva
puta, na Cetiri na¢ina biramo mesto na kome je jedna od cifara koje se u tom zapisu
pojavljuju jednom, a na tri na¢ina biramo mjesto na kome je druga od cifara koje
se u tom zapisu pojavljuju jednom. U tom slu¢aju ima 3-4-3=36 brojeva. Ukupno
ima 54 broja sa datom osobinom.

981. Neka je tacka F podnoZje normale iz tacke E na duZ AB, sl. 341. Trouglovi
AFE i ABD su pravougli i imaju zajednicki ugao FAE, pa su sli¢ni. Slijedi da je
FE : BD = AF : AB. Trouglovi FBE i ABC su pravougli i imaju zajedni¢ki ugao
ABC, pa su i oni sli¢ni, te vazi FE : AC = FB : AB. Iz ovih jednakosti dobijamo

FE FE AF+FB
—+—= . FE (L + —) = 1. Prema tome, duzina duzi FE, a Samim tim
BD = AC AB BD ' AC

i trazeno rastojanje, je 2 cm.

982. Za prvih 9 stranica potrebno je 9 cifara. Za stranice od 10. do 99. potrebno
je 2-90=180 cifara. Stranica s trocifrenim brojem ima najvise 900, a za njih je
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potrebno najvise 3-900=2700 cifara. Kako je 9+180+2700=2889, §to premasuje
zadani broj, trocifrenih stranica eventualno ima manje od 900. Za ozna¢avanje
stranica jednocifrenim i dvocifrenim brojevima treba 180 + 9 = 189 cifara, a za
oznadavanje stranica trocifrenim brojevima preostaje 2017- 89=1828 cifara.
Kako broj 1828 nije djeljiv brojem 3 (jer je zbir njegovih cifara 19) to ozna-
cavanje stranica knjige s tacno 2017 cifara nije moguce.

C

A F B
SI. 341 Sl. 342

983. Prava kroz tacku C paralelna sa AD sijeCe osnovicu AB u sredistu K, tj.
AK=KB, sl. 342 Na osnovu Talesove teoreme prava odredena tatkama C i K polovi
duz BE i normalna je na nju tj. ona je simetrala duzi BE. Na osnovu osobine
simetrale duzi slijedi da je CE=CB.

984. Kako je 8x + 3y = 2013, to je 8x = 3- (671 — y), pa je x = 3k. Sada je
24 -k =3-(671—y), odakle slijedi y = 671 — 8k, k € N. Kako je x, > 0y, >
0,k EN,t0je 671 —8k >0, paje 1<k < 83. Dakle,

X +xt+x,=31+3-2+3-3+--43:83=3-(1+2+3+--+83)=
10 458.

985. Prema uslovima zadatka je 3 v; =2,5-v, 11,5 v, — 1,5 v; = 24.
Rjesenje ovog sistema je v, = 80 km/h i v, = 96 km/h.

986. Kako je 0A = r, OB = r i <ABO =909, t0 je <0AB = 30°, sl. 343. Sli¢no i
<20AC = 30°, pa je «BAC=60°. Tada je <BAC = 120° , pa je duzina luka koji se
vidi iz tacke A jednaka tre¢ini obima kruga i iznosi 23ﬂ

B
Sl. 343

987. Zbog 10 -100=10001i 100 -1000=100000 slijedi da proizvod dvocifrenog
i trocifrenog broja moze biti cetvorocifren ili petocifren broj sa svim dvojkama tj.
2 222li 22 222. Neka su x i y trazeni brojevi tada je x - y = 2 222 ili x-y =22
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222. Posmatrajmo slucaj x+ y = 2 222 = 2-11-101 pa su trazeni brojevi x =11
y=202 ilix=22iy=101. Uslucajux-y=22 222 = 2-41-271 imamo sljedece
moguénosti x=411y=>542ilix=821iy=271.

988. Kako je a # 01 12% = - = =, to zbog uslova zadatka vazi jednakost

ac = %%, tj. 25(10a + ¢) = 3(100a + 10b + ¢), 0odnosno 50a + 30b = 22c, ¢ #

0. 1z zadnje jednakosti slijedi da je broj 22c¢ djeljiv sa 10 jer su oba sabirka,
lijeve strane, djeljiva sa 10, a to znaci da je ¢ = 5. Odatle slijedi da je

50a + 30b = 110, 0dnosno 5a + 3b = 11. Kako je 5a < 11, slijedi da je a = 1 il
a=2.Zaa =1 dobijamo daje b = 2, paje abc = 125. Za a = 2 nema rjeSenja.

989. Neka su crvene tacke C,, C,, C3, C4, Cs, 8 Py, P, P, P,. Plava tacka P; moze sa
crvenim tackama obrazovati sljedece trouglove: P,C,C,, P,C,Cs, P;C,C,, P,C,Cs,
P,C,Cs, P,C,C,, P,C,Cs, P,C5C,, P,C5Cs, P,C,Cs. Dakle, ako je jedna plava tacka P,
i dvije crvene ukupno je 10 trouglova. Plavih tacaka je 4, pa je ukupno 40
trouglova.

Analogno, ako je prva crvena tacka C,, a iza nje dvije plave tacke, onda imamo 6
trouglova: C,P,P,, C,P,P;, C;P,P,, C;P,P5,, C,P,P,, C;P;P,. Crvenih tataka je 5, pa
u ovom slu¢aju imamo 30 trouglova. Ukupno je 40+30=70 trouglova

990. Jedan od trouglova ABM i AMC je tupougli, sl. 344. Neka je to AMC sa tupim

uglom «AMC, tada je AM = MC (A AMC je jednakokraki). Prema uslovu zadatka i

trougao ABM je jednakokraki, pa vazi: AB = AM ili BA = BM ili MA = MB.
A

B F

Sl. 344 Sl. 345
1) Nekaje AB = AM i MA = MB. Tada je <MAC = <MCA = y pa je <BMA= 2y. Iz
jednakokrakog trougla ABM slijedi g = 2y (spoljasnji ugao trougla AMC), pa iz
trougla ABC imamo g +y + 75° = 180°; 3y = 105°, odnosno y=35°. Dakle, ug-
lovi trougla su 75°, 70° i 35°.
2) BA = BM, MA = MC. Iz jednakokrakog trougla ABM slijedi < BAM = 2y. Dalje
je «BAM + «MAC = 75°; 3y = 75% odnosno y = 25°. U3 B+y+75°=1800i
nalazimo da je g = 80°. Uglovi trougla su 75°, 80° i 25°.
3) MB = MA, MA = MC. Tada je y = 45°, tj. «CAB = 90°, $to je kontradikcija.

991. Neka je n = 10k + x, k € N U {0} i x cifra. Tada je. m = 100k2x + x2. Cifra
desetica broja m jednaka je zbiru cifara desetica brojeva 20kx i x2; ako je taj zbir
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jednocifren, ili zbiru umanjenom za 10 ako je dvocifren ($to ne utie na parnost
cifre desetica). Kako je cifra desetica broja 20kx parna, to su cifre desetica brojeva
m i x? iste parnosti. Broj x?2 je jednocifren ili dvocifren. Ako je jednocifren, cifra
desetica mu je 0, pa je cifra desetica broja m paran broj, suprotno pretpostavci.
Ako je x? dvocifren, onda su to samo brojevi 16 i 36. Dakle, poslednja cifra broja
m je 6.

992. Posmatrajmo prvo koliko ima uredenih parova (m,n) gdje su m i n prirodni
brojevi koji ispunjavaju uslove zadatka:

Ako je m = 1, onda n moZe imati vrijednosti 1,2, 3,---,2015; ako je m = 2 onda n
moze imati vrijednosti 1,2,3,-+,2014; i najzad, ako je m = 2015 onda n moze
imati vrijednost 1. Dakle, uredenih parova (m,n) gdje su m i n prirodni brojevi
ima 1+2+3+--+ 2015 = 222 _ 5031 120. Prebrojmo sada koliko ima
uredenih parova (m, n) gdje sum i n cijeli brojevi razli¢iti od nule koji ispunjavaju
uslove zadatka: 1z uslova |m|+ |n| <2017 slijedi da svakom uredenom paru
(m,n) prirodnih brojeva koji zadovoljavaju uslov moZemo pridruziti uredene
parove (—m,n), (m, —n), (—m, —n) cijelih brojeva koji ispunjavaju uslove zadatka.
Prema tome, broj uredenih parova (m,n) gdje su m i n cijeli brojevi razli¢iti od
nule ima ukupno 4 -2 031 120 = 8 124 480.

Na kraju, ostaje prebrojati uredene parove kojima je bar jedna koordinata jednaka
nuli. Ako je m =0, onda iz uslova |m| + |n| < 2017 slijedi da je |n| < 2017, a
cijelih brojeva n koji zadovoljavaju taj uslovima 4 - 2016 + 1 = 4033. Dakle, ima
4033 uredenih parova kojima je prva koordinata nula, a ispunjavaju uslov zadatka.
Analogno, ima 4033 uredenih parova kojima je druga koordinata nula, a
ispunjavaju uslov zadatka. Ukupno, uredenih parova cijelih brojeva kojima je bar
jedna koordinata jednaka nuli ima 8065 (jer smo uredeni par (0,0) racunali
dvaput). Konac¢no, trazeni broj je jednak 8 124 480 + 8065 = 8132545.

993. Razlika dva broja djeljiva je sa 7 ako ti brojevi pri dijeljenju sa 7 daju iste
ostatke. Pri dijeljenju sa 7 postoji sedam moguéih ostataka: 0, 1, 2, 3,4, 5, 6. Pret-
postavimo suprotno, tj. da ne postoji 15 brojeva sa zadanom osobinom. To znaci
da ne postoji viSe od 14 brojeva koji pri dijeljenju sa 7 daju ostatak 0, da ne postoji
vise od 14 brojeva koji pri dijeljenju sa 7 daju ostatak 1, odnosno ostatke: 2, 3, 4,
5, 6. Tada nema ukupno vise od 14:7=98 brojeva, §to je suprotno pretpostavci.
Dakle, postoji 15 brojeva medu 100 zadanih sa traZzenom osobinom.

994. Neka je a > b. Prema uslova zadatka je # + @ = # + “Z—b sl. 345. Kako
je ¢*=a”+b* (Pitagorina teorema), dobijamo w + 1’24—@ = @ + “Z—b i
poslije sredivanja: a = bv/3. UvrStavanjem ove jednakosti u relaciju c? = a? + b2
slijedi ¢ = 2b. Trazena razmjera duzina hipotenuze i krace katete je c : b =2 : 1.

995. Neka je x broj $ahista koji su zapoceli turnir. Kako su dvojica napustili turnir,
(x=2)(x-3) .. .. .
—————= partija. Sa 6 partija koje su

(x—2)(x-3)
2

preostalih x — 2 su medusobno odigrali

odigrali $ahisti koji su napustili turnir, imamo da je: + 6 = 84, ili, poslije
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transformisanja x? — 5x — 150 = 0. Ovu jednacdinu transformis$emo na sljedeci na-
¢in: x% —5x — 150 = 0; x? — 15x + 10x — 150 = 0; x(x — 15) + 10(x — 15) = 0;
(x —15)(x + 10) = 0. Dakle, x =15 ili x = —10. Og¢igledno da drugo rjeSenje
otpada, pa zakljucujemo da je turnir zapocelo 15 $ahista.

996. Na pravougle trouglove ABC, AEC primjenimo Pitagorinu teoremu:
a?+b?=c* (1), t2=b*+ (5)2 (2);

2

2
2 =a*+ (g) (3). Sabiranjem jednakosti (2) i (3) dobijamo:
£, +t,2 —a2+bz+(5)2+(5)2 =3(a? 4+ b?) =2¢2. Kakojec = 2t,, toje
a b° = 2 2) =3 =,¢ Jec=12t,10]
ta? + tp? = 5t.2.
997. Ispisimo nekoliko prvih ¢lanova tog niza: 2, 3;;;2 2,3,...Kako je a, =
a, | ag = a,, a svaki sljedeéi ¢lana se dobija iz dva prethodna zakljucujemo da se
¢lanovi niza ponavljaju sa periodom 6. Kako 2017 pri dijeljenju sa 6 daje ostatak

1, to je 2017-ti ¢lan niza jednak prvom ¢&lanu, tj. a7, = a; = 2.

998. Prema uslovima zadatka brojevi x — 1, x — 2, x — 3 i x — 4 su uzastopni cijeli

brojevi. Kako je 360 =3-4-5-6 i 360 = =3 (—4) - (=5) - (—6), t0 Su rjeSenja

jednacdine (x — 1)(x — 2)(x — 3)(x — 4) = 360:
c—Dx-2)x—-3)(x—4)=3-4-5-6,pajex=7.

Takode je (x — 1)(x — 2)(x —3)(x —4) = =3 (—4) - (-5) - (—6), pajex = —2.

999. a) Posmatrajmo nejnepovoljniji raspored izvlacenja kuglicam a to je da
izvla¢imo kuglice razli¢itih boja, Tada je broj izvlaenja 3 -4 + 1 = 13 kuglica
b) Posmatrajmo nejnepovoljniji raspored izvlacenja kuglicam a to je da izvla¢imo
kuglice od koje po jedna kuglica nije svake boje. Tada je broj izvlaenja 40 +
30 + 20 + 1 =91 kuglica

¢) Broj izvladenja 10 + 30 + 40 + 6 = 86 kuglica.

d) Posmatrajmo nejnepovoljniji raspored izvlacenja kuglicam a to je da izvlac¢imo
kuglice koje nisu Zute boje, tada je broj izvlacenja 10 + 20 + 30 + 5 = 65 kuglica.

1000. Neka je D presjek duzi AM i BC, sl. 346. Tada je:
a) <AMB > «ADB > %ACB.
b) AM + MB < AM + MD + DB =AD + DB < AC+CD + DB =AC+ CB
C
C

D

Sl. 346 Sl. 347

1001. Treba dokazati da je trazena tacka presjek dijagonala Cetverougla. Pret-
postavimo da to nije presjek dijagonala, ve¢ proizvoljna tacka P, Sl. 347. Tada iz
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trougla APC imamo da je AP + PC = AS + SC. |z trougla BDP je BP + DP > BD =
BS + SD. Sabiraju¢i ove nejednakosti dobijamo: AP + BP + CP + DP > AS + BS +
CS + DS, pa je presjek dijagonala trazena tacka.

1002. Svaka nula dobija se kao proizvod jedne dvojke i jedne petice. Kako dvojki,
u faktorizaciji ovih brojeva, ima viSe nego petica, to je dovoljno prebrojati petice.
Brojevi koji su djeljivi sa 5 ima ukupno 100 : 5 = 20. Medu njima su i brojevi 25,
50, 75 i 100, koji su djeljivi sa 25 i u svojoj faktorizaciji imaju po dvije 5. Dakle,
proizvod 1-2-3-..-98-99-100 sadrzi 20 + 4 = 24 petice, pa se taj proizvod
zavrsava sa 24 nule.

1003.
6+ |6+ 6+\/—<3/2<:>6+ ,6+ 6+V6 <9 |6+ 6+\/_ 6 < 3/?
©6+ V6 <9e& V6 <3/ 6+V6<9oV6<3/l06<9 T

1004. Neka je x broj stranica koje je Dajana procitala prvi dan. Drugi dan je pro-
¢itala 1,2x stranica, treé¢i 1,44x i Cetvrti dan 1,728x stranica. Prema uslovima za-
datka je x +1,728x = 1,2x + 1,44x + 11, pa je x = 125. Prema tome, Dajana je
prvi dan procitala 125, drugi dan 150, tre¢i dan 180 i Cetvrti dan 216 stranica;
knjiga ima 671 stranicu.

1005. Neka su M i N podnozja normala iz take D , sl. 348. Kako duz polovi prav
ugao kod tjemena C, to je Getverougao MDNC kvadrat stranice x. Kako je Pz =
Papc + PBCD, toje 2> = =+ x = = Kako je CD dijagonala kvadrata MDNC, to
jecp =22

a+b

B
a—x
N X D
X X
A
¢ X M b-x
Sl. 348 Sl. 349

1006 a= 22018 _ 22017 + 22016 — 22016 . (22 -2+ 1) =3- 22016-

b — 22017 _ 22018 + 22019 — 22017 . (1 — 2 + 22) — 3 . 22017 — 6 . 22016-

c= \/§ (22016 + 22017) — \/§ 22016 . (1 + 2) =3 \/§ 22016.

Neka je 22016 = x. Tadaje a® = 9-x?, b2 =36-x%,c?2 =27-x%i1a? 4+ b%? = c%

1007. Prema uslovima zadatka trougao BCC, je jednakostrani¢ni stranice ¢, Sl.
349,teje AB =2t i AC =VABZ—BCZ=4t2 —t2=+/3- t

2
Dalje je P = 2% = ”2—” ”‘/_ 0=3t+V3t=t(3+3).
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1008.Trecina prve brigade za jedan dan uradi é% = 3—10 dijela posla. Jedan dio
druge brigadeza jedan dan uradi % dijela posla. Obje brigade za jedan dan urade
1

3 E’
x=1. Dio drugi brigade koji je angazovan, izrazeno u procentima, je 75%.

1 .. . . - 1 vee . Y.
5 dijela posla. Na osnovu toga formiramo jednacinu: 5+ 1x_5 = —, Cije je rjeSenje

1009. Neka je S centar kruga koji je opisan oko trougla ABC i neka je BE pre¢nik
opisane kruznice, sl. 350. 1z trougla DBS slijedi DS = fRZ - ‘1—2 Kako je icD =

CS+DS,t0je a=R+ /RZ—“TZ;a—R= Rz—gpaje a? —2aR + R? = R? —

‘1—2; tj. 5a2 — 8aR = 0; 5a(a — 8R) = 0. Odavde dobijamo a =0 i R = %“ Dakle,

rjeSenje je R = %a.

() <

SI. 350 SI. 351

1010. Trouglovi SAB, SBC, SCD, SDA su jednakostraniéni, pa je AB = BC = CD =
DA. Cetverougao ABCD je romb ili kvadrat. Neka je 0 podnoZje visine S na ravan
Cetverougla ABCD. Pravougli trouglovi SOA, SOB, SOC, SOD su podudarni, pa je
OA = 0B = 0C = 0D. Slijedi da se oko Cetverougla ABCD moze opisati krug, pa
je to kvadrat. Znadi dvije strane triedra sa vchom A su po 60°, a treca je prav ugao,
sl. 351.

1011. Transformi$imo datu jednakost: (x — 1)* + (v + 2)? + (z — 3)® = 3. Prema
uslovima zadatka to je moguce ako je svaki sabirak jednak 1 i sve trojke x, y, z
rjeSenja su kombinacije rjeSenja jednadina |x —1| =1, |[y+2|=1, |z—3| =1.
Rjesenja ovih jednacina su x =0 ilix=2,y=-1iliy=-3,z=2ili z=4.
Dakle, skup cjelobrojnih rjesenja jednadine x* + y? + z% — 2x + 4y — 6z = 17 je

{(0,-1,2),(0,—1,4),(0,-3,-2),(0,-3,4),(2,-1,2),(2,-1,4),(2,-3,2),2,-3,4)}

1012. Nekasux — 2, x — 1, x, x + 1, x + 2 pet uzastopnih prirodnih brojeva. Tada
je (x—22+(x—1)?+x2+ (x+ 1%+ (x+1)2 =5x2 + 10 = 5(x2 + 2). Dakle,
izraz (x —2)2 + (x — 1?2 + x2 + (x + 1)? + (x + 1)? je djeljiv sa 5. Kada bi izraz
5(x? + 2) bio djeljiv sa 25, to bi ¢inilac x* + 2 morao biti djeljiv brojem 5. Dakle,
x*+2€{5,10,15,20, ...}, odnosno x? € {3,8,13,18, ...}. Kako kvadrat prirodnog
broja djeljivog brojem 5 ne zavrSava cifrom cifrom 3 niti cifrom 8, to znaci da
¢inioc x? + 2 nije djeljiv brojem 5, niti izraz 5(x? + 2) brojem 25.
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1013. Prosti brojevi veéi od 3 su neparni, pa su i brojevi a i b neparni. Njihov zbir
a + b i njihova razlika a — b su parni brojevi. Proizvod (a + b) - (a — b) djeljiv je
sa 4. Pri dijeljenju sa 3 brojevi a i b mogu imati ostatak 1 ili 2. Ako imaju isti os-
tatak onda je razlika a — b djeljiva sa 3, a ako imaju razli¢ite ostatke, onda je zbir
a+ b djeljiv sa 3. U svakom slu¢aju proizvod (a + b) - (a — b) je djeljiv sa 3. Ka-
ko je proizvod (a + b) - (a — b) djeljiv i sa 4 i sa 3, djeljiv je i sa 12.

1014. Ukupna zapremina soka od jabuke je dva puta veca od zapremine soka od
borovnice, pa je mjerni broj ukupne zapremine soka djeljiv sa 3. Ukupna zapre-
mina svih galona je 74 litra. Broj 74 pri dijeljenju sa 3 daje ostatak 2. Jedini takav
galon je onaj galon &iji mjerni broj zapremine pri dijeljenju sa 3 daje ostatak 2.
Jedini takav galon je onaj ¢ija je zapremina 14 litara. Slijedi da je ukupna zapre-
mina soka 60 litara. Znaci da soka od borovnice ima 20 litara, a soka od jabuka
40 litara. Sokom od borovnice su napunjeni galoni od 7 i 13 litara. Sokom od
jabuke su napunjeni galoni od 9, 15 i 16 litara.

1015. Ako je x = 0,ababab ..., onda je 100x = ab, abab .... |1z ovih jednakosti do-

bijamo da je 99x = ab, odnosno x = £ = "= Kako je zbir brojioca i imenioca

nesvodljivog razlomka 17, to broj 10 - a + b mora biti djeljiv sa 9 ili sa 11. Ako je
10-a+ b djeljivsall.ondaje10-a+ b = 11- (17 — 9) = 88 §to je suprotno pret-
postavci zadataka da je a # b, ovo ne moze biti rjeSenje. Ako je 10 - a + b djeljiv
sa9.ondaje 10-a+b=9-(17 —11) = 54, odakle je a =5 i b = 4. Direktnim
provjeravanjem dobijemo da su upravo to trazena rjesenja.

1016. Neka je «CAB = 4CBA = a, <ACB =y, 4<DCB =, «CBD = !, a tatka D
presjek simetrala spoljasnjeg ugla a, i spoljasnjeg ugla y4, sl. 352. Kako je 1/2_1 =a,
tj. «DCB = «ABC. Dalje slijedi da je DE || AB , pa zakljuGujemo da su uglovi
«EBD i «FDG jednaki (saglasni uglovi), tj. <EBD = «FDG = % Dalje slijedi da
su i uglovi «CBD i «CDB jednaki, tj. «CBD = «CDB =71°, pa je a; = 142° i
a =38° 1z y + 2a = 180° slijedi y = 104°.

% /

SI. 352

1017. Na osnovu zbira uglova u trougle ABC vazi <ACB = 120°. Nek je N tacka
na stranici AB takva da je BN = BC, sl. 353. Trougao BCN je jednakokraki pa je
IBNC = «BCN = 80°. Kako je CM simetrala <ACB, to je xACM = 60°. Na osnovu
zbira unutrasnjih uglova u trouglu AMC je <AMC = 80°. Dakle, trougao NCM je
jednakokraki i NC = CM. Ugao «BNC je spolja$nji ugao trougla ACN, odakle je
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KACN = IBNC — 2CAN, tj <ACN = 40°. Dakle, trougao ANC je jednakokraki pa
je AN = NC. Znaci, CM = NC = AN = AB— BN = AB— BC = 10 cm.

Ag

A N M B A a4, b

Sl. 353. Sl. 354.
1018. 1z teksta se moze zakljuciti da je Andela starija od Jovana. Neka Jovan sada
ima x godina, a Andela x + y godina (Andela je starija y godina). Andela je imala
godina kao Jovan sada (x) prije ¥ godina. Jovan je tada imao x — y godina. Prvi
uslov zadatka daje jednadinu 1,2 - (x — y) = x + y pa sredivanjem dobijemo x =
11y. Ako Jovan sada ima x godina, a Andela x + y, Jovan ée za y godina imati
godina kao Andela sada. Jovan ¢e tada imati x + y , a Andela ¢e imati x + 2y. 1z
drugog uslova zadatka slijedi: x4y + x + 2y = 150; 2x + 3y = 150. Uvrs-
tavanjem x = 11y dobija se 22y + 3y = 150, pajey = 6. Tadajex = 11-6 = 66 i
x4y =66+ 6=72.Jovan ima 66 godina, a Andela 72 godine.
1019. Neka je a unutrasnji ugao, a a, susjedni spolja$nji ugao zadanog pravilnog
mnogougla. Iz uslova zadatka vazi e =9-a; i @ + 9+ a; = 180°, pa je a, = 18°.
Tada je a = 180° — 18° = 162°. U pravilnom mnogouglu svi su spolja$nji uglovi
jednakih veli¢ina, a zbir im je 360°. 1z 18 - n = 360° dobijamo n = 20; dvadese-
tougao. Nasl. 354 je skica dijela dvadesetougla . Kako je «4,S4, = 360°: 2 = 18°,
onda je «A4,SA; =2-18° =36° i «4,54, = 3-18° = 54°, Iz jednakokrakog tro-
ugla A; A4;S se izraCuna «4;4,S = (180° — 36°): 2 = 72°. Iz jednakokrakog trougla
A,A,S se izratuna «A4,A,S = (180° —54°):2 = 63°, pa je %A;4,4, = <A3A,S —
2A,A,S = 72° — 63° = 9°,
1020. Povrsina trougla ABM jednaka je polovini povrSine paralelograma ABCD:
Pupy = %S, jer paralelogram ABCD i trougao ABM imaju jednaku stranicu i odgo-
varajuce visine, sl. 355. Na isti naéinje Pyop = 435, jer paralelogram ABCD i tro-
ugao CoD imaju jednaku jednu stranicu, a visina trougla je polovina visine parale-
lograma. Uogimo petougao ABCOD, pa je Pagcop = Pasco — Peop =5 =35 ==S.
Takode je Pagcop = (Paep — Pacr) + Pasrog = éS +%S — Pgorm = 25 — Pgopm-

Dalje je: i—s = ZS — Pygopw, 0dakle je Pgopy = gs ~3s=21g.

c

SI. 355.
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1021. Neka je traZeni broj ab. Tada prema uslovima zadatka vaZi:

10a+b =6(a+b)+2 i 10a+ b = 5ab + 2. Odavde je: 6(a + b) + 2 = 5ab + 2;
6(a + b) = 5ab. Kako je desna strana jednakosti djeljiva sa 5, onda je ilijeva strana
djeljiva sa 5. Kako su a i b cifre, zna¢idajea+b=5a+b=10ilia+ b = 15.
Akojejea+b =5,0ndaiz 65 = 5ab imamo da je ab = 6 i moguca rjeSenja su
(a,b) = (3,2) i (a,b) = (2,3). Provjerom utvrdujemo da je ab = 32.

U slu¢aju a + b = 10 dobijamo 6 - 10 = 5ab, odakle je ab = 12. RjeSenja ove jed-
nacine, prema uslovima zadatka, su (a, b) = (2,6), (a,b) = (6,2), (a,b) = (3,4) i
(a, b) = (4,3). Provjerom utvrdujemo da uovom slucajunema rjesenja, tj. ni jedan
od brojeva 26,62, 34 i 43 ne zadovoljavaju uslove zadatka. U slu¢aju a + b = 15
dobijamo 615 = 5ab, tj. ab = 18 pa su rjeSenja (a,b) = (2,9), (a,b) = (9,2),
(a,b) = (3,6) i (a,b) = (6,3). Ni U ovom slu¢aju nema rjeSenja. Dakle, ab = 32.

1022. Neka je x broj osoba. 1z uslova zadatka zakljuGujemo da je x > 3. Svaka

osoba trebalo je da primi ‘%0 KM. Ako se troje njih odrekne svog dijela preostalo

je x — 3 osobe koje dijele novac, pa svako teba da dobije g KM. Na oshovu toga

zakljuéujemo da ée biti == =22+ 8, pa je = = = Odavde dobijamo da je
x?—3x—180 = 0; (x — 15)(x + 12) = 0. RjeSavanjem ove jednacine i uvaZava-
njem uslova zadatka slijedi da je rjeSenje broj 15. Dakle, traZeni broj osoba je 15.

1023. Ako je korijen prirodan broj, onda broj pod korijenom takode mora biti pri-
rodan broj. Neka je x = ****. Tada je a = 64 + . Broj x — 1 mora biti djeljitel]
broja 128. Kako su x i a prirodni brojevi uo¢imo prirodne brojeve djelitelje broja
128: 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64 i 128, pa je x —1e{1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128};
xe{2,3,5,9,17,33,65,129}. Medu ovim brojevima jedino je 9 Korijen prirodnog
broja paje,zax=9.a=280.

1024. Neka je S centar kruznica, a D dodirna tacka
tangente BC i kruznice k,, sl. 356. Neka su r; i n,,
redom, polupreénici kruznica k, i k,. Tada je r, = SC
i, =SD i, prema uslovima zadatka, r; : 1, = 3 : 1, tj.
r, = 3-r,. Periferijski ugao ABC nad pre¢nikom AC
je prav ugao. Dakle, trougao ABC je pravougli. Tetiva
BC kruZnice k, je ujedno i tangenta kruznice k, te je
normalna na polupreénik SD. Dakle i trougao SDC je
pravougli. Trouglovi ABC i SDC su sli¢ni (imaju za- SI. 356

jedni¢ki ugao kod tjemena C i po prav ugao. Iz sli¢nosti trouglova slijedi
AB:SD=AC:SC, paje 8:rn,=6'1:3'1y; ,=4cmin =3r,=12cm.
Kako je Py = 2225 AB =8cm i BC = 16 -v2 cm (Pitagorina teorema), to je

.
Pigc = Bfﬁ =64 -vZ cm?.

1025. Oznaéimo broj taaka na drugoj pravoj sa x. Kako je na prvoj pravoj 8
tacaka, onda one odreduju 821 = 28 duzi. Svaka od ovih duzi sa svakom od x tacaka
na drugoj pravoj ¢ii jedan trougao. Takvih trouglova je 28 - x. Na drugoj pravoj x
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tacaka odreduje @ duzi. Svaka ova duz sa svakom od 8 tacaka na prvoj pravoj

¢ini trougao. Takvih trouglova je x-(xz—l) 8=x-(x—1)-4=4x?— 4x. Ukupan
broj trouglova 640 pa je 4x? — 4x = 640; 4x? — 4x = 640 & (x + 16)(x — 10) = 0
to sux = —16 i x = 10 rjeSenja rjednadine. Prema uslovima zadatka x je prirodan

broj te je na drugoj pravoj 10 tacaka.

1026. Kakojea® —1=(a—1(a®*+a+1) =0,t0jea® -1 =0 jer je, prema us-
lovu zadatka, a? + a + 1 = 0, pa je a® = 1. Dalje ra¢unamo:

673
2018 1 q?01? 1 (@) 11973 11 _a*+1
a + 22018 4 200 A= T, (a3)673 a=- + ws A= ta=
ia 42 _ ; — 2 ia 2018 1o _d41_-a_
Kakojea’+a+1=0,tojea+1=—a* pajea®+ m="—-=—=-1

1027. Hipotenuza pravouglog trougla ABC je
¢ = 25 cm. Takode, P,zc = 150 cm?.

Kako je P,sc =7-s, gdje je r polupre¢nik
upisanog kruga u trougao ABC, sl. 357, a s
poluobim trougla dobijamo da je s =30cm i
r=5cm. Dalje, prema uslovima zadatka,
dobijamo da je A;B; =¢; =2-r=10cm. Iz
odnosa k =cic; =25:10 =2,5 odredujemo
koeficijent sli¢nosti za trouglove ABC i A;B,C,; k =2,51vaZia, = B,C; =6cmi
by = A;C; =8 cm. Kako je Oupc = k- 04,p,c, | Papc = k** Pa,p, ¢, dObijamo
Oa,,c, = 24 cm i Py p ¢, = 24 cm?.

Sl. 357

1028. 1z datih uslova je b = 2a, d = Za, c = 2b = > a. Zamjenom ovih vrijednosti
Ujednatini 2d — a — ¢ = 26 dobijamo daje *a — a —2a = 26,1j. —a = 26. Odav-
de slijedi da je a = 24, pa dalje redom dobijamo b = 36, ¢ = 30 i d = 40.

1029. Oznacimo sa T teZi$te trougla ABC, sl. 358. Kako je MN srednja linija ovog
trougla, to je AC = 2MN. Neka je TM = x i TN =y. Tada je AT =2y i CT =
2x. 1z uslova da je AM L CN slijedi da su trouglovi MNT, ATM i CTN pravougli,
pa na osnovu Pitagorine teoreme slijedi: x? 4+ y? = MN?, 4y% + x? = 4, 4x% +

25

y?= % (1) Sabiranjem druge i tre¢e od ovih jednakosti dobijamo 5(x? + y?) = =

x? +y? =2, Sad iz x? + y? = MN? slijedi da je MN = g pa je AC = /5.
C
N
X
A M B
Sl. 358

1030. Neka za proste brojeve p i q vazi p?> — 17q® = 16. Tadaje (p —4)(p + 4) =
17q2. (1) Ocito je p # 3, pa kako je p prost broj slijedi da je p = 1(mod 3) ilip =
2(mod 3). Zbog toga je jedan od brojeva p — 4 i p + 4 djeljiv sa 3. 1z (1) slijedi
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da je g2 djeljiv sa 3, pa kako je q prost broj, to je ¢ = 3. Dalje dobijamo da je
p? =169,t.p = 13.

1031. Neka su K, L redom presjecne tacke pravih AX i CY sa dijagonalom BD, sl.
359. Posmatrajmo trouglove PKX i PLY. Oba ugla «PKX i «PLY su pravi. Uglovi
«XPK i «YPL su unakrsni, pa su jednaki. Kako je PX = PY, slijedi da su trouglovi
PKX i PLY podudarni (stav SUU) paslijedi PK = PL. Sada posmatrajmo trouglove
PAK i PCL. Oba ugla «AKP i «CLP su pravi. Uglovi <KPA i <LPC su unakrsni, pa
su jednaki. Kako je veé pokazano da je PK = PL, to su trouglovi PAK i PCL podu-
darni (stav USU). Iz ove podudarnosti slijedi da je AP = PC. Sli¢no je BP = PD.
Dakle, dijagonale ¢etverougla ABCD se polove, pa je on paralelogram.

1032. Na turniru je odigrano n2)n+) partija i ukupno je osvojeno isto toliko poe-

na. Iz satog uslova slijedi da je n uéenika devetog razreda osvojilo zajedno
2 -

(n+2)2("+1) — =10 poena. Odavde i iz uslova da su svi uéenici devetog raz-

reda osvojili podjednak broj poenam, slijedi da je n? + 3n — 10 djeljiv sa n, pa

nl10. Dalje, iz uslova da su dva u€esnika turnira zajedno osvojila 6 poena, slijedi

dajen > 2. Dakle,n =5ilin = 10.

C B

D A
SI. 359

1033. Na turniru je odigrano % = 66 utakmica i osvojeno su 2 - 66 = 132 boda.

Pretpostavimo suprotno, da je posljednja ekipa na tabeli osvojila bar tri pobjede.
Tada je ona osvojila bar 6 bodova, a kako su sve ekipe imale razli¢it broj osvojenih
bodova, pretposljednja ekipa je osvojila najmanje 7 bodova, itd, prva ekipa na ta-
beli je osvojila najmanje 17 bodova. Odavde slijedi da ukupan broj osvojenih bo-
dova svih 12 ekipa nije manji od 6 + 7 + --- + 17 = 138. Kako je 138 > 132, dobili
smo kontradikciju.

1034. Iz datih uslova je: a® + 1 = b*—1,b2+1=c*-1,c*+1=a* -1,
a?4+1=0B2-1D)(B2+1),b24+1=(2=1)(c*+1),c2+1=(a?—1)(a® + 1).
Mnozenjem posljednje tri jednakosti dobijamo:

@+ 1%+ 1D(c?+1) = (a? — 1)(B? — 1D)(c? — D(a? + 1)(b? + 1)(c? + 1);
(@-DB*-D(*-1)=1.

1035. Razmatra¢emo odvojeno tri slucaja
n=3k,n=3k+1,n=3k+2,k€Nu{0}
1° n = 3k.
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Tada je 72" — 48n — 1 = 7% — 144k — 1 = 493% — 144k — 1.

Kako je 493k = 43k = 1(mod 9) i 144k = 0(mod 9), to je u ovom slucaju

7% —48n — 1 = 0(mod 9).

2°n=3k+1.

Tada je 72" — 48n — 1 = 7°K*2 — 48(3k + 1) — 1 = 49 - 7°F — 144k — 49. Kako je
49 - 75 = 4(mod 9), 144k = 0(mod 9) i 49 = 4(mod 9) to je u ovom slucaju

7?" —48n —1 = 0(mod 9)

3°n=3k+2.

Tada je 72" — 48n — 1 = 75%+% — 48(3k + 2) — 1 = 7*- 75k — 144k — 97.

Kako je 7* = 7(mod 9), - 7°% = 1(mod 9), 144k = 0(mod 9) i 97 = 7(mod 9), i U
ovom slucaju je 72* — 48n — 1 = 0(mod 9).

1036. Kako je «ADK = 90° i «KMA = 90°, tacke A, K, M, D leZe na kruznici k &iji
je pre¢nik AK, sl. 360. Ozna¢imo sa S, centar ove kruznice. Iz <MAD = 30° slijedi
da je «MSD = 60°, pa kako su SM i SD polupre¢nici kruznice k, toje SM = SD, §to
znaci da je trougao MSD jednakostranican. Zbog toga je DM = %. 1z pravouglog

trougla BCD imamo da je DM = % paje AK = BC.
C

Sl. 360

1037. Na osnovu datih uslova iz identiteta a? + b2 + c> +d? =(a+ b+ c +d)? —
(a+b)-(c+d)—(a+c)-(b+d)—(a+d): (b+c) dobijamo da je
a?+b*+ct+d*=(a+b+c+d)?-09.
Kakoje(a+b+c+d)?2=4(a+d)(b+c)=16,t0jea®? +b?+c?+d?>7.

1038.l)x<—1=>x<§;2)—1<x<0:x>%;3)0<x<—1=>x<§;
4)x>1:>x>%;5)(x=—1ix=1):>x=l.

X

1039. Iz jednakosti @ = 2 = 0,3y = kslijedia =k, =k, y = Tk. Tada iz jed-
nakosti @+ f+y = 180° slijedi k +2k + 2k = 180°, pa je k = 30°. Tada je
a =302 8 =500y =100°.

1040. Da bi broj 199a7b bio djeljiv sa 12 mora biti djeljiv i sa 4 i sa 3. Da bi bio
djeljiv sa 4 cifra b mora biti 2 ili 6. Ako je b = 2 tada, zbog djeljivosti broja
199a72 sa 3, cifra a moze biti 2,5 ili 8, a to su brojevi 199272, 199572 i 199872.
Ako je b = 6, tada, zbog djeljivosti broja 199a76, cifra a moze biti 1,4 ili 7, a
brojevi su 199176, 199476 | 199776.
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1041. Kako je @ — g = 90°, to je a = B + 90°, odakle je a tup ugao, pa je trougao
ABC tupougli, sl. 361. Takode, vazi 8 = a —90°. Kako je a + g +y = 180°, to
zZbog B = a —90°,vazia + @ — 90° +y = 180°, paje a + L = 135°. Tadaiz trougla
ANC dobijamo a + g + 4ANC = 180°,paje 4ANC = 45°. Kako se simetrale unut-
rasnjeg i spoljasnjeg ugla sijeku pod pravim uglom, to je trougao CMN pravougli
sa 4ANC = 4AMC = 45°, §to znadi da je trougao CMN jednakokrako pravougli pa
jecM =cCN.

L. X
\ .-

N B C N B
b
Sl. 361. Sl. 362.

1042. Rjesenje nejednacine je —2017 < x < 2019. Zbir svih rjesSenja je:

-2016 —2015—--—=1+4+0+1+--+2015+ 2016 + 2017 + 2018 =

2017 + 2018 = 4035. Proizvod svih rjeSenja je jednak nuli, jer skupu rjeSenja pri-
pada i broj nula.

1043. 416 . 525 = 232.525 = 27.225. 525 = 27. 1025 = 128 - 10%°. Ovaj broj ima
28 cifara.

M A

1044. Uocimo 180 =1-2-2-3-3-5 . Moguée kombinacije za Cetiri cifre koje
daju proizvod 180 su (1,4,5,9), (1,6,6,5), (2,2,5,9), (2,3,5,6) i (3,3,4,5).

Da bi trazeni broj bio djeljiv sa 9, mora mi zbir cifara biti djeljiv sa 9, a to je
slu¢aj kod kombinacija (1,6,6,5) i (2,2,5,9). Kako se trazi najmanji broj to je
onda moguce samo za kombinaciju (1, 6, 6,5). TraZeni broj je 1566.

1045. NZS(4,5,6,7) = 420. Ukupan broj bombona je oblika n = k- 420 + 1. Na

osnovu uslova zadatka: 500 < k- 420 + 1 < 100, slijedi k = 2. Ukupan broj bom-
bona je 841. Kako je 841 = 292, to je u 29 bombonjera spakovano po 29 bombona.

1046. Trougao BNC je jednakokraki, jer je BN = BCpa je «BCN = <BNC = 26°, sl.
363. Kako je <ABC = B = 52° (spoljasnji ugao trougla BNC). Tada je XACB =y =
44°, Kako je i trougao MAC jednakokraki, jer je AM = AC, onda je <MCA = <CMA =
429 paje <MCN = <MCA + <ACB + <BCN = 42° + 44° + 26° = 112°,

c

sl. 363
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1047. Povrsina datog kvadrata je P = 16 cm?. Podijelimo dati kvadrat na 16 ma-
njih jednakih kvadrata ¢ije su stranice 1 cm, tj. povrSine 1 cm?. Sve tacke pripa-
daju nekom od ovih manjih kvadrata, a kako je 35 : 16 = 2 i ostatak 3 to na osnovu
Dirihleovog principa slijedi da postoji kvadrat stranice 1 cm kojem pripadaju bar
tri date tacke.

1048. 1z date jednakosti je x2°20 — x2019 + 2019. Posmatrajmo sljedece slucajeve:
a) Ako je x paran broj, onda su x2°2° i x2919 parni brojevi paim je i razlika paran
broj Sto znaci da jednacina u ovom slu¢aju nema rjesenja.

b) Ako je x neparan broj, onda su x2°2° i x2°19 neparni brojevi pa im je razlika
paran broj Sto i uovom slucaju znaci da jednacina nema rjesenja.

1049. Trebadabude a-b-c-d=a+b+c+d. Nekaje a<b <c<d. Tada je
a-b-c-d<4-d.Svibrojevi ne mogu biti jednaki medusobno, jer jednacina
a-b-c-d <4-d postaje npr. d* = 4-d, a ova jedna¢ina nema rjeSenja u skupu
prirodnih brojeva. Dakle, nejednadina a-b-c-d <4-d je oblika a-b-c < 4.
Ova nejednakost u skupu prirodnih brojeva ima rjeSenja:
Da=b=c=1ili2)a=b=1ic=21ili3)a=b=11c=3. Neposrednom
provjerom utvrdujemo da je jedino rjeSenjea=b=1,c=21id = 4.

1050. Neka je, zajedno sa Oljom i njenim momkom, bilo n prisutnih. Svako se
rukovao sa ostalih (n — 1) prisutnih. To je ukupno n - (n — 1) rukovanja. Stvarni
broj rukovanja je n - (n — 1): 2, jer u broju n - (n — 1) svako rukovanje je ra¢unato
duplo. Na osnovu jednaine n-(n—1):2 =136 dobijamo n-(n—1) =272,
odnosnon - (n—1) = 17 - 16 paje n = 17. Znaci na Oljinom rodendanu je bilo 16
gostiju raunajudi i Oljinog momka.

1051. Ozna¢imo uglove na osnovici AB trapeza ABCD sa x, pa je <ABC =
LBAD = x, sl. 364. Trougao ABC je jednakokraki pa su mu uglovi na osnovici
BC jednaki: <ABC = <ACB = x, a iz uslova zadatka je «CAB =~. Iz jednatine
X +x +§ = 180° dobijamo x = 72°. Kako je «ABC = «BCD = 180° dobijamo da

je «<BCD = 108°
D C

X2 X

SI. 364.

1052. 1z odnosa AB : BC = 3:1 dobijamo AB =3k i BC =k, sl. 365. Na osnovu
Pitagorine teoreme je (3k)? + k? = 4%; k =+/2, tj. BC = v2 cm. Trougao BCB, je
jednakokraki pravougli, sBCB, = 45°, paje BC = BB, -V2,te je BB, = 1 cm.
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B

==

SI. 365.

1053. Neka su traZeni brojevi oblika abcd.

a) Cifra a moze imati vrijednost 2, 3 i 4. Razmotrimo moguce rasporede npr.
cifre 0. U jednom od &etverocifrenih brojeva ¢ija je prva cifra 2, cifru 0 moZemo
rasporediti na 7 na¢ina: tri nule iza cifre 2, dvije nule iza cifre 2 (3 na¢ina) i
jedna nula iza cifre 2 (3 na¢ina). Dakle, cifru nula u broju ¢ija je prva cifra 2
mozemo rasporediti na 7 nacina. Na isto toliko na¢ina mozemo rasporediti i
ostalih Sest cifara. Isto vazi i za brojeve ¢ija je prva cifra 3 ili 4. Medu svim tim
brojevima je i broj 2000 ($to ne smije biti), pa je trazenih brojeva ukupno 3 - 7 -
7-7—-1=1028.

b) Cifru @ moZemo napisati na tri na¢ina, cifru b na $est naéina, cifru ¢ na pet
nacina i cifru d na Cetiri nacina. Trazenih brojevaima 3-6-5 - 4 = 360.

1054. Prema uslovima zadatka je 2a + 2b = 66, 0dnosno a + b = 33, sl. 366. Ta-
kodeje sa+b+c=36;a+b+-a+c=60,pajea+36=60 pajea=24cm
i b=33—24=9cm. Povrina AEBC:P=%-EB-BC=%-12-9=54cmZ.

D a c
b p b
A al2 E al2 B
Sl. 366.

1055. Kako je 2019 = 1-3- 673, to su trazeni brojevi 1,3 i 673. Prema uslovima
zadatka je 3+673+1+1++-+-1=3-673-1-1-----1 = 2019. Broj &inioca datog

1343 1343
proizvoda je 1345. Dakle, n = 1345.

L jedh ol 2 b o1 ieje C+1=2+1
1056.Ak01e7_2,2tadaje > _25,tj.b+b_2+5.Dane1e St1=2+3

EZE; 2:5 Kakojeﬂ:ﬁ_kzl_izl.
b 5 a 6 a a a 6 6

1057. Neka je x duzina ograde u metrima. Tokom vikenda Jovan je obojio
g- x + 12 metara ograde. U ponedjeljak je obojio 43 - x + 3 metara ograde.

U utorak je obojio ;- (2 x 1242 x+ 3) = - x + 5 metara ograde. U srijedu
je obojio i - x metara ograde. Duzina ograde koju je Jovan obojio je (3 “x+ 12)
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+(Gx+3)+ (5 x+5)+ (5 x)=2-x+20,pajel-x+20=xx=160m.

1058. Prema uslovima zadatka, na kraju sva tri prijatelja imaju po 4000 KM.
Todor je prije zadnje raspodjele imao 8000 KM, a 4000 KM je podijelio ravno-
pravno Igoru i Jovanu, §to znaci da su prije toga Igor i Jovan imali po 2000 KM
manje, tj. prije zadnje raspodjele novca Igor i Jovan su imali po 2000 KM, a Todor
8000 KM. Prije Jovanove raspodjele on je imao 4000 KM, pa je Igor 1000 KM,
Jovan 4000 KM i Todor 7000. Na pocetku su imali: Igor 2000 KM, Jovan
3500 KM i Todor 6500 KM.

1059. a) Premasl. 367, imamo da je AP = x = 4 ¢cm, 0dnosnho BP = 5 cm. |z pravo-
uglog trougla APD slijedi (h+ 2)% = h? + 4%, pa je h =3 cm. |z pravouglog
trougla PBD je d = BD = VBPZ + PDZ = /34 cm. b) Kako je EF srednja linija tra-
peza, to je EM = NF = g =0,5cm. Onda je MN = EF —EM — NF = 4 cm.

D b ¢
d
E M E
h
A X B
P
SI. 367.
1060.
n*+2n—-8 n’-2n+4n-8 n-2)+4(n-2) (m-2)(n+4) n+4
n2—4  m-20m+2)  (-2)n+2) (—-2)n+2) n+2

Dalje je 2% = ®*2*2 _ 4 | 2 Dati razlomak ée biti cijeli broj ako je n + 2 djelitel]
n+2 n+2 n+2

broja 2, tj. n + 2 € {1,—1,2,—2}. Odavde slijedi dan € {—1,—3,0,—4}.

1061. Primjetimodaje -2+ 3=—-4+5=—6+7 = -- = 1. Iz uslova zadatka, je
1-2+3-44+5-6+7—---=2019;, -2+4+3-4+5-6+7— --=2018.
To znaci da trebamo sabrati 2018 parova brojeva sa razli¢itim predznacima,
pocevsi parom —2 + 3; treba sabrati 4036 brojeva. Kako u zbiru —2 + 3 -4 +
5—6+7— - = 2018 nema broja 1 posljednji broj je 4037.

1062. Ozna¢imo sa n broj stranica i sa g, veli¢inu unutra§njeg ugla pravilnog

mnogougla koji ima vise stranica, a sa m broj stranica i sa B, veli¢inu ugla pra-

; B : ; : (m-2)-180° .
vilnog mnogougla koji ima manje starnica. Tada je n =2m, B, = ———— i

Bn
Dalje je

m
—2). (o] . —92). (o) —92). (o]
= (D180 1a je, prema zadatku, B, = 8, — 100; 2180 _ (m21807 440,
n m n m n

(m-2)-180° _ (2m-2)-180°
m 2m

—10°, pa je m =18, odnosno n = 36. Uvrita-
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. . —2)- o
vanjemm = 18 in = 36 u formule g,, = &2 j g

m
Bm = 160°1i B, = 170°.
1063. Kakoje1-3+2-4+3-5+--+2018-2020=2-1)2+ 1)@ -G+
D+@-1D@+1D+--+(2019-1)(2019+1) =12 —-12+22 -12+32 - 12 +
42 — 12 + .- 4 20192 — 12 = 12 + 22 + 32 + --- +2019% — 2019.
Dalje je
(12 +2%2+3%2+--420192) —(1:3+2-4+3-5+ -+ 2018-2020) =
=(12+2%2+324--4+2019%) — (12 + 22 + 32 + --- +2019% — 2019) = 2019.

Trazena razlika je 2019.

—2). o . R
= 211180 dobijamo da je

1064. Neka je ABC dati pravougli trougao i D, E, F tacke u kojima kruZnica upisana
u taj trougao dodiruje njegove stranice AB, BC i CA, redom, sl. 368. Tada je AD =
4 cmiBD = 7 cm. Cetverougao CFOE je kvadrat stranice r — polupreénik upisane
kruZnice u trougao ABC. Kako je AF = AD i BE(tangentne duzi), to ¢e katete datog
trougla biti AC=AE+EC=4+r; BC = BF + FC =7 +r. PovrSina trougla je

. . 2 2
pP= ACZBC _ (4+r)2(7+‘r) _ 28411747 =14 + 11r+r
Primjenom Pitagorine teoreme je (4 +7)2+ (7 +7)? = 112, paje 11r + r? = 28.
Uvrstavanjem ove vrijednosti dobijamo povr§inu: P = 28 cm?.

E
r
VA
4
Sl. 368.

1+2+3+---+2019+ 1+2+3+---+2018+m+2019 2019 v . .
1065. == ™ =1+ . Pocetni broj

1+2+3+--+2018+m 1+2+3+---+2018+m 1+2+3+---+2018+m
¢e biti prirodan ako je ————————— € N, anajmanju vrijednost jeakoje 1 + 2 +

14243+4+2018+m

3442018 + m = 2019. Dalje je 1+ 2+ 3 + -+ 2018 = 22229 — 2037171.

Zamjenom u gornju jednacinu dobijamo 2037171 + m = 2019, paje m = —2035152.
1066. Neka je n broj minuta za koje Jovan moZe sam zavrsiti zadani posao, a m broj
minuta za koje Marko moZze sam zavrsiti zadani posao. Prema uslovu zadatka jen = m +
30. Za jednu minutu Jovan zavrsi i , Marko i, a zajedno % + % dio posla. Rade¢i zajedno

. Ve . . . Vv 1 . .
zadani posa0 mogu zavriti za 36 minuta, pa u minuti zavrse v dio posla. Kako je

e

. 1
n =m + 30 imamo —
m+30 m

= %, Sredivanjem ove jednakosti dobijamo
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m? —2m- 21+ 441 — 441 — 1800 = 0; (m — 21)2=392, paje m = —18 ili m = 60.
Rjesenje je m = 60, a to znaci da ¢e Marko sam zavrsiti dati posao za 60 minuta, a Jovan
za 90 minuta.

1067. Odredi parove cijelih brojeva x i y za koje vrijedi x - y — 7x — y = 3. 1z po-

lazne jednadine imamo x*y —y = 7x + 3; y(x — 1) = 7x + 3. Za x = 1 slijedi da
je y-0 =10, §to je nemoguée za svaki y € Z. Za x £ 1 je y = 253 = X270

x-1 x-1

7 +——. Dalje dobijamo y € Z & —~ < x — 1 € {1,-1,2,-2,5,-5,10,-10} =

7x+3

x €1{2,0,3,-1,6,—4,11,—-9}. 1zi Izraza = —- = =7 +— za svako x izra¢unamo re-

dom odgovarajuce y i tako dobijamo y e {17 -3, 12 2 9,5,8,6}. Rjesenja su ure-
deni parovi: {2,173}, {0, -3}, {3,12},{-1,23},{6,9},{—4,5},{11,8} i {—9,6}.

1068. Broj n mozemom zapisati u obliku n=3p+a; 0<a<2; n=6q+b;
0<b<5n=9r+c; 0<c<8. Kako je a+b+c =15, toslijedi da je a =2;
b=5c=8Tadajen+1=3p+3=6qg+6=9r+09.Dakle, n + 1 je djeljiv sa
3,619,1.5a18. Znacidajen + 1 = 18k, pa je n = 18k — 1. Dakle, ostatak pri di-
jeljenju sa 18 je 17.

1069. Pretpostavimo da su na takmi¢enju uéenici iz najvise 44 grada i da iz svakog
grada ima najviSe 44 ucenika. Tada je na takmicenju najvise moglo da bude 1936
ucesnika. Kako je na takmicenju bilo viSe od 1936 ucesnika ako bismo pret-
postavili da je neko od preostalih takmicara iz nekog od datih gradova, on bi bio
45. takmicar iz tog grada, a ako bismo pretpostavili da je i nekog drugog od
ponudenih gradova to bi bio 45. grad odakle ima takmicara, pa vazi tvrdenje
zadatka.

1070. 4ABM = ACBN = 90°, sl. 369. 4BNC je periferijski ugao nad pre¢nikom BC
pa je prav. Odavde je £ABM = £BCN, jer su Kruznice k, i k, podudarne. Kako
jednakim periferijskim uglovima odgovaraju jednake tetive to je AM = BN.

D C

ki gl 3609.

M
k2
Sada imamo da je AMBC = ANCD, odakle je 4BCM = 4CDN. Kako je jedan par
ovih uglova normalan (BC i €D) to zaklju¢ujemo da je i drugi par krakova nor-
malan, odnosno CM L DN.

1071. Neka je hq = hy + he. 12 2P = a - hg = c - he, slijedi =% ="¢ i 22 =< Tada

. . 2 2 2
je "2 = h, (3 +2), odnosno 2 = (3+2). Sadaje 5 =(5+3) =25 od-

b 2 b ¢ b2c?
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nosno b%c? = a?(b? + 2bc + c?). Odavde je b%c? — 2a?bc = a?(b? + c?), pa doda-
vanjem a* dobijamo a* — 2a%bc + b%c? = a* + a?(b?* + ¢?), tj. (a®—bc)? =

2
a?(a® + b* + c?). Dalje je, a? + b2 + ¢% = (#) . Kako su a,b i ¢ prirodni bro-
a?-bc

jevisu a? + b%+c?i — prirodni brojevi ¢ime je dokaz zavr$en.

1072. Kako je 2010 = 2+ 3- 5-67,t0 je {p,q,7,s + t} ={2,3,5,67}. Kako s + ¢
ne moZe biti 2 i 3, jer ne postoje prosti brojevi s i ¢ ¢iji je zbir 2 ili 3, to jest s +
t=5ilis+t=67. Akojes+t=>5tadasusit brojevi2i3,ap,q,r uzimaju
vrijednosti iz skupa {2, 3,67}. U sludaju s + ¢t = 67 nema rjeSenja, jer ako je jedan
broj 2, drugi je 65, koji nije prost, a ako su s i t neki drugi prosti brojevi oni su
neparni, pa njihov zbir mora biti paran broj. Dakle, rjesenja su:
{p,q, 1 st} €{(23,6723),(2,673,2,3),(3,2,67,2,3)(3,67,2,2,3),(67,2,3,2,3),
(67,3,2,2,3),(2,3,67,3,2), (2,67,3,3,2), (3,2,67,3,2), (3,67,2,3,2), (67,2,3,3,2),
(67,3,2,3,2)}.
1073. Kako je 2310 = 2-3-5-7- 11, to grupisanjem ¢lanova zbira po 2,3, 51 7
¢lanova dobijamo:
DS=21+2)+221+2)+25(1+2)+ - +223°(1+2) =302 +2%+2%+
-+ + 22309) "odakle dobijamo da je zbir S djeljiv sa 3.
2)S=21+2+2)+2*(A+2+2) + 281 +2+2%) + - +2238(1 4+ 2+ 2%) =
7(2 4 2% + 28 + .-+ 22398) paje zbir S djeljivisa 7.
3)S=2(1+2+22+22+2) +2°(1 +2+22+23+2%) + - +220°(1 + 2 +
22 423 4+2%) =31(2 + 25 + -+ + 22396), pa je zbir S djeljivisa 31.
4) S=2(1+2+22+23+2%+25+28)+28(1+2+22+28 +2*+25+25) +
o4 223041 + 2 422 423 + 24 4+ 25 + 26) = 127(2 + 28 + -+ + 223%%) paslije-
di da je zbir s djeljiv i sa 127.
1074. Tijelo ABCDE je Cetverostrana D
piramida sa osnovom ABED (pravo- /
ugli trapez) i visinom jednakom visi- /
ni jednakokrakog trougla ABC, sl. .
370. Dakle H = a, pa je /
y =i e, (’”ﬁ)'“z - Prema

3 2
(x+y)-a?
3

uslovu je

(x+y)a?
3

vanja sa ;a? dobijamo x +y = 4a. .

Kako je po pretpostavci trougao CED : /

pravougli, to je CE? + DE? = CD?. ¢

Iz trougla BCE je CE? = 2a® + y?; iz

trougla DEF je DE? = 4a® + (x — y)?; iz trougla ACD je CD? = 2a? + x?. Tako

dobijamo 2a? + y? + 4a? + (x — y)? = 2a* + x?. Ovaj uslov moZemo napisati u

obliku (x — y)? — (x% — y?) + 4a? = 0, odnosno

(x—y)?*—(x—y)(x +y)+4a? =0. Kako je x + y = 4a?, bice

(x —y)? — 4a%(x — y) + 4a? = 0, a to daje ((x — y) — 2a)? = 0. Odavde je

= %(2:1)3, odnosno »

w Sl. 370.
B

= §a3. Odavde poslije skraci- 4
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x—vy—2a=0,t.x —y=2a. Sada rije§imo system jednacina po x i y:
x+ 7y =4aix—y=2a,odakle dobijamo x = 3a i y = a. Povr$inu tijela ABCDE:

P = 4a? + a? +¥+3“27ﬁ+a2\/€= a?(5 + 2v2 + V6).
1075. Pogledajmo koliko ima uredenih parova prirodnih brojeva (a, b), takvih da
zadovoljavaju uslove zadatka.

Ako je a = 1, tada b moZe primiti vrijednosti 1,2,3,--,2017.
Ako je a = 2, tada b moZe primiti vrijednosti 1,2,3,-:-,2016.

Ako je a = 2017, tada b moze primiti samo vrijednost 1. Dakle, uredenih parova
(a,b), pri ¢emu su a i b prirodni brojevi, ima: 1+ 2 + 3 + - + 2017 = 2272218 _
2035153.Pogledajmo koliko ima uredenih parova (a, b), koji zadovoljavaju
uslove zadatka, gdje su a i b cijeli brojevi razliciti od nule.

1z uslova |a| + |b| < 2019 slijedi da svakom uredenom paru prirodnih brojeva
(a, b), koji zadovoljavaju uslov zadatka mozemo pridruziti I uredene parove cije-
lih brojeva oblika (a, —b), (—a, b), (—a, —b) koji zadovoljavaju uslove zadatka.
nule ima 4 - 2035153 = 8140612. Ostalo je jo§ prebrojati uredene parove (a, b), U
kojima je barem jedan od ¢lanova jednak nuli. Ako je a = 0, tada prema uslovu
zadatka slijedi |b| < 2019. Cijelih brojeva b koji zadovoljavaju taj uslov ima
2-2018 +1 =4037. Analogno ako je b = 0 ima ih isto 2 - 2018 + 1 = 4037.
Uredenih parova cijelih brojeva (a, b), u kojima je barem jedan od ¢lanova jednak
nuli ima: 4037 +4 037 — 1 =8073 (uredeni par (0,0) smo brojali dva puta).
Ukupno ima 8140612 + 8 073 = 8148685 uredenih parova cijelih brojeva (a, b)
sa trazenim svojstvom.

1076. Cifru desetica hiljada petocifrenog broja sa datim svojstvom mozemo
izabrati na 5 nacina, cifru jedinica hiljada na 4 nacina, cifru stotina na 3 nacina,
cifru desetica na 2 nacina i cifru jedinica na 1 nacin. Dakle, dobijamo da takvih
petocifrenih brojeva ima 5-4-3-2-1 = 120. Kako su kod svakog od njih sve
cifre razliite, to se u zapisu svih 120 brojeva svaka od cifara 1, 2, 3, 4 i 5 pojavljuje
120 puta, i to po 24 puta na svakom mjestu u zapisu petocifrenog broja. Dakle,
zbir svih petocifrenih brojeva sa datim svojstvom jednak je:
(1+2+3+4+5)-24-(10000+ 1000+ 100 + 10 + 1) = 3999 960.

1077. Broj je djeljiv sa 11 ako i samo ako je razlika sume cifara na parnim i
neparnim mjestima djeljiva sa 11. Dokazac¢emo opéije tvrdenje:

Ako se u zapisu (2n + 1)- cifrenog broja pojavljuju samo nenula cifre a i b, tada
je moguce izostavljanjem samo jedne cifre dobiti 2n-cifren broj, kod koga je suma
cifara na parnim mjestima jednaka sumi cifara na neparnim mjestima.

Ukoliko je polazni broj oblika baba - bab --- abab ili abab ---aba - baba, tada
brisanjem srednje cifre dobijamo simetrican broj, za kojivazi da je suma cifara na
parnim mjestima jednaka sumi cifara na neparnim mjestima. U drugom slugaju,
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polazni (2n + 1)- cifren broj sadrZi bar jedan par susjednih cifara koje su jednake.
Sada brisemo sve parove susjednih cifara koje su jednake aa ili bb, dok ne
dobijemo broj sa neparnim brojem cifara kod koga su svake dvije uzastopne cifre
razlic¢ite. Ovaj slucaj smo vec¢ rijesili, pa mozemo odrediti cifru ¢ijim izbacivanjem
dobijamo broj koji ima jednaku sumu cifara na parnim i neparnim mjestima. Kad
vratimo par uzastopnih jednakih cifara aa, zbir cifara na parnim i neparnim
mjestima se uveéava za a, 0dnosno zbirovi cifara na parnim i neparnim mjestima
ostaju jednaki. Kada vratimo sve parove jednakih cifara, sume cifara na parnim i
neparnim mjestima u 2n- cifrenom broju su jednake, ¢ime smo kompletno rijesili
zadatak.
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